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Kurzfassung
Die vorliegende Arbeit beschreibt Grundlagen, Modellierung, Implemen-
tierung und Anwendung eines Verfahrens zur Analyse von Kontaktvorga¨ngen
zwischen komplex geformten Ko¨rpern im Rahmen der Mehrko¨rperdynamik.
Nach einer kurzen Einfu¨hrung werden einige Grundlagen der Simulation
von Mehrko¨rpersystemen erla¨utert. Es folgt eine U¨bersicht der wichtigsten
Methoden zur Kontaktanalyse, wobei zwischen Festko¨rper- und Oberfla¨chen-
modellen sowie eindimensionalen Modellen unterschieden wird.
Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Polygonfla¨chen–Kontaktmodell
basiert auf Ko¨rperoberfla¨chen in Polygondarstellung. Die ausfu¨hrlich erla¨u-
terten Methoden und Algorithmen zur Kollisionserkennung sowie zur Ap-
proximation und Diskretisierung der Kontaktgebiete weisen daher eine en-
ge Verwandschaft zur Computergrafik auf. Zur Bestimmung der Kontakt-
spannungen wird auf die Kontaktelemente ein um viskose Da¨mpfung erwei-
tertes Randschichtmodell sowie eine regularisierte Version des Coulombschen
Reibgesetzes angewendet.
Vier Simulationsbeispiele unterschiedlicher Komplexita¨t demonstrieren
die Anwendung des Verfahrens. Mehrfache, mehrfach berandete und schmie-
gende Kontakte werden robust und effizient ausgewertet. Die Arbeit schließt
mit einer Bewertung der Ergebnisse und einem Ausblick.
Abstract
This thesis describes the fundamentals, modelling, implementation and
application of a method for contact analysis between complexly shaped bo-
dies in multibody dynamics.
After a brief introduction some basics of multibody system simulation
are illustrated. An overview of the most important methods for contact ana-
lysis follows, whereby solid body, surface and one–dimensional models are
differentiated.
The Polygonal Contact Model developed within the scope of this thesis is
based on the polygonal representation of body surfaces. Therefore the com-
prehensively explained methods and algorithms for collision detection and
contact patch approximation and discretisation are closely related to com-
puter graphics. For determining the contact stresses the elastic foundation
model, extended by viscous damping and a regularised version of Coulomb’s
friction law are utilised.
Four simulation examples of varying complexity present the application of
the method. Multiple, multiply bordered and conforming contacts are ana-
lysed robustly and efficiently. The thesis closes with an evaluation of the
results and an insight into further developments.
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Kapitel 1
Einfu¨hrung
In vielen technischen Systemen spielen Kontaktvorga¨nge eine wichtige Rol-
le. Um deren dynamisches Verhalten zu untersuchen, erweist sich ha¨ufig
die Mehrko¨rperdynamik–Simulation als vorteilhaft. Dabei wird vor allem
auf zwei Disziplinen aus der technischen Mechanik zuru¨ckgegriffen: Einer-
seits auf die Mechanik der Mehrko¨rpersysteme (MKS), andererseits auf die
Kontaktmechanik. In den beiden folgenden Abschnitten werden beide Be-
griffe kurz erla¨utert. Weiter werden Motivation und Aufgabenstellung der
vorliegenden Arbeit vorgestellt, und ihr Beitrag anhand einer U¨bersicht der
wichtigsten zugrundeliegenden und themenverwandten Vero¨ffentlichungen
herausgearbeitet. Die Einfu¨hrung schließt mit einer kurzen Beschreibung der
folgenden Kapitel.
1.1 Mehrko¨rpersysteme
Die numerische MKS–Simulation hat sich als bedeutende Disziplin beim
rechnergestu¨tzten Entwurf technischer Systeme (engl. Computer Aided Engi-
neering, CAE) etabliert. Sie stellt neben Finiter–Elemente–Methode (FEM),
computerbasierter Konstruktion (engl. Computer Aided Design, CAD) und
computergestu¨tztem Reglerentwurf (engl. Computer Aided Control Engi-
neering, CACE) ein wesentliches Glied im modernen Entwicklungsprozess
nach den Prinzipien des Concurrent Engineering dar [1]. Die hohe Schlag-
kraft der MKS–Simulation ru¨hrt insbesondere von ihrer guten Effizienz her;
mit minimalen Informationen u¨ber ein mechanisches System lassen sich be-
reits im Konzeptstadium, lange vor dem Bau von Prototypen, ausgiebige
Parameterstudien durchfu¨hren (Virtual Prototyping). Daru¨ber hinaus sind
Modelldarstellung und Auswertungsmethoden etablierter MKS–Programme
auf die Bedu¨rfnisse von Berechnungsingenieuren zugeschnitten, und fu¨r be-
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deutende Spezialanwendungen wie Straßen- oder Schienenfahrzeuge [2] ste-
hen ausgereifte Bibliotheken und Module zur Verfu¨gung [3].
Als zentrales Element eines Programms fu¨r die Mehrko¨rperdynamik–
Simulation dient der MKS–Formalismus zur automatischen Erstellung der
Bewegungsgleichungen. Durch sie wird es mo¨glich, anhand entsprechender
numerischer Verfahren das kinematische und dynamische Verhalten im Zeit-
bereich zu berechnen, statische Gleichgewichtszusta¨nde bzw. nominelle
Schnittkra¨fte zu ermitteln oder nach Linearisierung Eigenwertanalysen und
Stabilita¨tsuntersuchungen im Frequenzbereich durchzufu¨hren. Ferner lassen
sich die genannten Methoden automatisiert fu¨r Parameterstudien sowie zur
Optimierung und Parameteridentifikation eines MKS einsetzen.
Die MKS–Simulation unterscheidet sich in einigen wesentlichen Punk-
ten von der noch weitaus sta¨rker verbreiteten FEM. Hier wird typischerwei-
se nicht die Statik eines Einzelko¨rpers, sondern die Dynamik aus dem Zu-
sammenspiel mehrerer Ko¨rper betrachtet. Neben der vollsta¨ndigen Beru¨ck-
sichtigung aller Tra¨gheitswirkungen za¨hlt der Umgang mit Nichtlinearita¨ten
infolge beliebig großer Verdrehungen zu den Sta¨rken der Mehrko¨rperdyna-
mik. Mit selten mehr als 1000 Freiheitsgraden weisen MKS–Modelle um zwei
bis drei Gro¨ßenordnungen weniger Zustandsgro¨ßen auf als FEM–Modelle.
Die Rechenzeiten auf aktuellen Workstations bewegen sich entsprechend im
Sekunden- oder Minutenbereich, wa¨hrend FEM–Analysen durchaus mehrere
Stunden dauern ko¨nnen.
In der klassischen MKS–Theorie wird das betrachtete mechanische Sys-
tem aus starren Ko¨rpern modelliert, deren Bewegung durch Gelenke ein-
geschra¨nkt und durch Kraftelemente beeinflusst wird. In die Bewegungs-
gleichungen gehen nur ihre Tra¨gheitseigenschaften und die Lage der Koppel-
punkte (der Gelenke und Kraftelemente) ein. Die Gestalt der Ko¨rper spielt
dabei keine Rolle, sodass sie sich im Rahmen ihrer Gelenkfreiheitsgrade belie-
big bewegen ko¨nnen. Insbesondere werden Beru¨hrvorga¨nge nicht abgebildet,
d. h. eine Durchdringung von Ko¨rpern des realen Systems bleibt in der Si-
mulation wirkungslos.
In zahlreiche Anwendungen sind Beru¨hrungen der Ko¨rper jedoch essen-
tiell fu¨r das Systemverhalten. Beispielsweise bestimmen sie ganz wesentlich
die Eigenschaften von Wa¨lzlagern [4] (Abbildung 1.1) und Kurvengetrieben.
Auch bei der Analyse von greifenden Robotern [5] und Laufmaschinen [6]
spielen sie eine zentrale Rolle. Ein grundlegendes Problem bei der MKS–
Simulation von Fahrzeugen ist die Darstellung der Traktion zwischen Ra¨dern
und Lauffla¨che [7, 8]. Und auch in der Biomechanik treten vermehrt Beru¨h-
rungen auf, zum Beispiel in Gelenken [9] oder bei der Simulation von Unfa¨llen
[10]. Fu¨r diese und viele weitere Anwendungen werden im MKS–Modell Ele-
mente beno¨tigt, welche die Kontaktmechanik geeignet darstellen.
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Abbildung 1.1: MKS–Modell einer Pendelrollenlagerha¨lfte
1.2 Kontaktmechanik
Die Kontaktmechanik versucht, Beru¨hrvorga¨nge zwischen festen Ko¨rpern zu
beschreiben. Gegenwa¨rtig konzentriert sich die Forschung auf diesem Gebiet
auf experimentelle Arbeiten, die Entwicklung von Kontaktmodellen und die
Implementierung dieser Modelle fu¨r die numerische Simulation.
Zum Thema Kontaktmechanik gibt es eine kaum u¨berblickbare Zahl von
Vero¨ffentlichungen. Daneben kommt das ungebrochen große Interesse an die-
ser Disziplin durch zahlreiche Workshops und Tagungsreihen zum Ausdruck,
die sich alleine oder schwerpunktma¨ßig mit Kontaktproblemen bescha¨ftigen.
Bei genauerer Betrachtung wird allerdings deutlich, dass der Begriff Kontakt-
mechanik ha¨ufig physikalische Pha¨nomene beschreibt, die wenig mit den in
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dieser Arbeit untersuchten Beru¨hrvorga¨ngen in MKS gemein haben. So spie-
len hier etwa elektrische Kontakte, Granulatdynamik und Bruchmechanik
keine Rolle.
Ein dynamischer Kontaktvorgang kann global als Prozess betrachtet wer-
den, bei dem kinetische Energie umgewandelt wird in dissipative Energien
wie Wa¨rme, Schall und plastische Verformung, sowie wiederum kinetische
Energie. Fu¨r ein MKS ist dabei von entscheidender Bedeutung, welchen Ein-
fluss die Kontaktkra¨fte auf die Systemdynamik ausu¨ben. Neben den Kra¨ften
ist insbesondere der kinematische Zustand des MKS nach dem Kontakt von
Interesse. Dagegen brauchen innere Spannungen und Verformungen der sich
beru¨hrenden Ko¨rper, thermodynamische Prozesse, Tribologie, Oberfla¨chen-
rauheit und Verschleiß nicht na¨her betrachtet zu werden. Auch hydrodynami-
sche Effekte, die bei sehr hohen Kollisionsgeschwindigkeiten auftreten, blei-
ben in der Regel unberu¨cksichtigt.
Einige Begriffe der Kontaktmechanik werden in der Literatur nicht vo¨llig
einheitlich verwendet. In dieser Arbeit wird unter Kontakt eine Beru¨hrung
der Oberfla¨chen zweier Festko¨rper verstanden. Dagegen beschreibt Separa-
tion deren ra¨umliche Trennung. Ein Beru¨hrvorgang, bei dem die Ko¨rper vom
separierten zum kontaktierenden Zustand wechseln, wird Kollision genannt.
Außerdem werden dynamische Kontaktvorga¨nge in Starrko¨rpermodellen, bei
denen es zum Impulsaustausch kommt, als Stoß bezeichnet.
Die im Weiteren relevanten Kontaktmodelle lassen sich auf zwei ver-
schiedene Ansa¨tze zuru¨ckfu¨hren: Einerseits werden Verformungen und Span-
nungen der elastisch angenommenen Ko¨rper modelliert. Andererseits geht
man — wie im klassischen MKS — von starren Ko¨rpern aus, und dynami-
sches Kontaktverhalten wird durch hypothetische Stoßgesetze angena¨hert.
Zur Beru¨cksichtigung der fu¨r viele Kontaktprobleme wesentlichen trockenen
Reibung wird fast ausschießlich das Coulombsche Reibgesetz zugrunde gelegt,
wenn auch ha¨ufig in regularisierter Form. Kapitel 3 befasst sich ausfu¨hrlich
mit den Grundlagen der Kontaktmechanik und Kontaktmodellen der beiden
genannten Klassen.
Zur Implementierung eines Kontaktmodells in ein Simulationsprogramm
sind viele weitere Probleme zu lo¨sen. Effizienz und Robustheit der numeri-
schen Simulation ha¨ngen ganz wesentlich von effektiver Datenhaltung und
korrekter Numerik des Kontaktalgorithmus ab. Außerdem muss konkret ent-
schieden werden, wie die fu¨r die Kontaktanalyse essentielle Geometrie der
Ko¨rper beschrieben wird. Dabei ko¨nnen technisch bedingte Einschra¨nkun-
gen oder Verkomplizierungen die Anwendbarkeit des Programms erheblich
beeintra¨chtigen. Schließlich ist auch auf zweckma¨ßige Gestaltung von Para-
metrierung und Schnittstellen zu achten.
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1.3 Motivation und Ziel
Obwohl die Kontaktmechanik als hoch entwickelte Disziplin gelten darf, zei-
gen sich ga¨ngige MKS–Programme bei der Analyse von Systemen mit Beru¨hr-
vorga¨ngen sehr eingeschra¨nkt. So findet man einerseits ausgesprochen genaue
und effiziente Methoden, die allerdings auf ganz spezielle Anwendungen be-
schra¨nkt sind, wie z. B. den Rad–Schiene Kontakt. Andererseits bilden allge-
mein gehaltene Modelle den Kontakt in so hohem Maße vereinfacht ab, dass
die Ergebnisse der Simulation ha¨ufig zu deutlich von der Realita¨t abweichen.
In der Praxis erweist es sich außerdem als sehr hinderlich, dass viele Verfah-
ren nur bestimmte Oberfla¨chengeometrien der Ko¨rper verarbeiten ko¨nnen,
beispielsweise primitive Formen wie Ebenen, Zylinder und Ellipsoide oder
aber ausschließlich konvexe Fla¨chen.
Es ist das Ziel dieser Arbeit, einen allgemeinen MKS–Kontaktalgorith-
mus, welcher bei MKS–typischer Effizienz und Abbildungsqualita¨t mehr Fle-
xibilita¨t als bekannte Lo¨sungen bietet, zu entwickeln, zu implementieren und
testweise anzuwenden.
Hierbei bezieht sich die Allgemeinheit auf den Anwendungsbereich: Ge-
sucht ist ein Verfahren, mit dem sich mo¨glichst viele verschiedenartige
Kontaktprobleme lo¨sen lassen. Mit der mangelnden Flexibilita¨t verfu¨gba-
rer Methoden wird insbesondere auf deren Einschra¨nkungen hinsichtlich der
Oberfla¨chengeometrie eingegangen. Ziel ist es, einen Algorithmus zu imple-
mentieren, der mit beliebig geformten Ko¨rpern umgehen und auch schmie-
gende Beru¨hrungen sowie Mehrpunktkontakt verarbeiten kann. Der allgegen-
wa¨rtige Zielkonflikt zwischen Effizienz und Genauigkeit der Simulation soll
so gelo¨st werden, dass die Rechenzeiten unter Beru¨cksichtigung von Modell-
komplexita¨t und -umfang eindeutig im MKS–u¨blichen Rahmen liegen, wobei
eine mo¨glichst gute Approximation realer Kontaktvorga¨nge erzielt wird.
1.4 Grundlagen und Beitrag
An dieser Stelle kann und soll keine umfassende Literaturu¨bersicht zur Mehr-
ko¨rperdynamik und Kontaktmechanik stehen. Es werden jedoch einige Vero¨f-
fentlichungen zusammengestellt, die fu¨r die vorliegende Arbeit von besonde-
rer Bedeutung sind, weil sie grundlegende Erkenntnisse und Methoden liefern
oder eine sehr a¨hnliche Problemstellung behandeln.
Die fru¨hesten Beitra¨ge zur Kontaktmechanik lieferten Newton (1643–
1727) und Poisson (1781–1840) mit ihren Stoßhypothesen sowie Coulomb
(1736–1806) mit seinem Reibgesetz. Ihre Erkenntnisse sind bis heute von
gro¨ßter Bedeutung: Die Stoßgesetze beschreiben Kontaktvorga¨nge unter der
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Annahme starrer Ko¨rper und finden daher insbesondere in der Mehrko¨rper-
dynamik Anwendung. Neuere Arbeiten aus diesem Blickwinkel verfassten
etwa Glocker [11] und Klisch [12]. Und obwohl das Coulombsche Reibmodell
ein hochkomplexes Pha¨nomen, das noch immer nicht vollsta¨ndig verstan-
den ist, in einfachster Weise beschreibt, konnte sich bisher keine geeignetere
Modellierung trockener Reibung durchsetzen.
Auch das 1882 vero¨ffentlichte Kontaktmodell nach Hertz [13], bei dem die
beru¨hrenden Ko¨rper durch linear–elastische Halbra¨ume approximiert werden,
spielt bis in die Gegenwart eine u¨beraus wichtige Rolle. Die fu¨r reibungs-
freie Oberfla¨chen zweiter Ordnung formulierten Gesetzma¨ßigkeiten wurden
im Laufe des 20. Jahrhunderts u. a. von Love [14], Panagiotopoulos [15] und
Kalker [16] der numerischen Behandlung zuga¨nglich gemacht. Damit stehen
Methoden zur Verfu¨gung, um Kontakte zwischen beliebig geformten glatten
Ko¨rpern unter Beru¨cksichtigung Coulombscher Reibung zu analysieren. In
[17] wird ein weiter vereinfachtes Oberfla¨chenmodell fu¨r die effiziente Berech-
nung des Rad–Schiene–Kontakts verwendet, bei dem von starren Ko¨rpern
ausgegangen wird, die mit einer elastischen Randschicht u¨berzogen sind.
Die meisten formulierten und implementierten Kontaktalgorithmen zur
Beschreibung von Kontakten in der Mehrko¨rperdynamik basieren auf der
Annahme einer elastischen Randschicht. Ha¨ufig wird die Beru¨hrung nur in
einem angenommenen Kontaktpunkt betrachtet, wo einseitige Feder–Da¨mp-
fer Elemente in normaler und regularisierte Coulombsche Reibelemente in
tangentialer Richtung wirken [3, 18, 19, 20]. Andere Verfahren arbeiten mit
einer Diskretisierung der Beru¨hrfla¨che [8, 21, 22, 23, 24]. Außerdem las-
sen mittlerweile die schnellen Fortschritte in der Computertechnik FEM–
Kontaktanalyse wa¨hrend der MKS–Simulation interessant erscheinen [25].
Ein grundlegendes Charakteristikum von Modellen fu¨r komplex geformte
Ko¨rper stellt die Repra¨sentation der Oberfla¨chen dar. Der Algorithmus in
[19] ermo¨glicht es, mit Fla¨chen zu arbeiten, die aus Geraden und Kreisbo¨gen
zusammengesetzte, ebene Kurven u¨berstreichen, wenn sie entlang einer Ge-
raden bewegt werden. Die auf bewegten Markern basierende Methode aus
[3, 18] kann Spline–interpolierte oder -approximierte sowie analytisch be-
schriebene Fla¨chendarstellungen behandeln. In der Praxis erweisen sich beide
Verfahren jedoch nur fu¨r bestimmte Anwendungen geeignet, sodass in ju¨nge-
rer Zeit nach flexibleren Mo¨glichkeiten gesucht wurde. So wird in [20] mit
Freiformfla¨chen gearbeitet, die durch die bekannte NURBS (Non-Uniform
Rational B-Splines) Darstellung approximiert werden. Außerdem wurden
einige Verfahren entwickelt, bei denen Polygonfla¨chen Anwendung finden
[21, 22, 23, 24, 26].
Die vorliegende Arbeit stellt einen neuen Kontaktalgorithmus vor, der
auf die Anwendung in der MKS–Simulation zugeschnitten ist (s. Kapitel 4).
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Die Ko¨rperoberfla¨chen beliebiger Form werden durch Polygonfla¨chen darge-
stellt, mit denen u¨blicherweise auch in der Computergrafik gearbeitet wird,
sodass sie starke Verbreitung und Unterstu¨tzung finden. Die neue Methode
hat daru¨ber hinaus den Vorteil, dass die Kontaktnormalkra¨fte nach dem (im
Rahmen einer Diskretisierung) vergleichsweise hochwertigen Randschicht-
modell ermittelt werden. Die zugeho¨rige Implementierung ist mit allgemeinen
Schnittstellen zur Anbindung an beliebige MKS–Programme ausgefu¨hrt und
steht als offener Quellcode zur Verfu¨gung.
1.5 Gliederung
Das folgende Kapitel 2 erla¨utert kurz die Methode der numerischen MKS–
Simulation. Ausfu¨hrlicher wird auf Eigenschaften und die numerische Lo¨sung
der Bewegungsgleichungen eingegangen.
Im Kapitel 3 werden zuerst Grundlagen und Schwierigkeiten der Kontakt-
mechanik zusammengestellt. Es folgt ein detaillierter U¨berblick bekannter
Methoden zur Kontaktanalyse. Anhand einer Einteilung in verschiedene
Modelltypen und der Darstellung ihrer zugrundeliegenden Ideen und Verfah-
ren wird ein Vergleich in Hinblick auf ihre Eignung fu¨r die MKS–Simulation
angestellt.
Kapitel 4 beschreibt Ideen, Algorithmen und Implementierung eines neu-
artigen Polygonfla¨chen–Kontaktmodells fu¨r die MKS–Simulation. Zuna¨chst
werden die geometrischen Probleme der Kollisionserkennung und -synthese,
dann die Bestimmung der Kontaktkra¨fte behandelt.
Kapitel 5 zeigt einige Anwendungen des Polygonfla¨chen–Kontaktmodells.
In vier Simulationsbeispielen werden ausfu¨hrlich Praxistauglichkeit, Robust-
heit und Effizienz des Verfahrens und seiner Implementierung untersucht.
Schließlich fasst Kapitel 6 die Arbeit in kurzer Form zusammen, formuliert
Sta¨rken und Schwa¨chen des neuen Kontaktmodells und gibt einen Ausblick
auf mo¨gliche Weiterentwicklungen.
Außerdem beschreibt Anhang A Schnittstellen und Struktur der im Rah-
men dieser Arbeit erstellten Software–Implementierung.
Kapitel 2
Mehrko¨rpersystem–Simulation
In diesem Kapitel wird in knapper Form auf einige Grundlagen und Aspekte
der MKS–Simulation eingegangen, welche fu¨r die Simulation von Kontakt-
vorga¨ngen von Bedeutung sind. Nach einer Beschreibung der wichtigsten
MKS–Elemente werden Struktur und rechnergestu¨tzte Ermittlung der Bewe-
gungsgleichungen behandelt. Weiter werden wichtige Begriffe und Verfahren
zu deren numerischer Lo¨sung im Zeitbereich vorgestellt.
2.1 MKS–Elemente
Um ein technisches System mit Hilfe der MKS–Simulation zu analysieren,
muss zuna¨chst ein entsprechendes Mehrko¨rpermodell entwickelt werden, wel-
ches die interessierenden dynamischen Effekte wiedergeben kann. Dabei wer-
den klassische MKS, welche fu¨r die Betrachtungen in dieser Arbeit ausrei-
chend sind, aus nur drei Elementklassen gebildet (Abbildung 2.1):
Ko¨rper werden idealisiert vollkommen starr angenommen, sodass Schwer-
punktlage, Masse und Tra¨gheitstensor ihre Tra¨gheitseigenschaften vollsta¨n-
dig beschreiben. Gelenke dienen zur (masselosen und reibungsfreien) kine-
matischen Kopplung zweier Ko¨rper, welche deren Bewegungsfreiheit relativ
zueinander einschra¨nken. Ebenso wirken Kraftelemente zwischen Ko¨rpern,
wobei sie eingepra¨gte Kra¨fte und Momente in Abha¨ngigkeit derer kinemati-
scher Konfiguration (
”
Messungen“) bewirken. In den einfachsten Fa¨llen han-
delt es sich um Federn oder Da¨mpfer, es lassen sich jedoch auch komplexe
Subsysteme wie komplette Regelkreise, Reifen oder Kontaktmodelle durch
Kraftelemente beschreiben.
Ferner verwendet man Marker, d. h. Koordinatensysteme mit ko¨rper-
fester Einbaulage und -orientierung, als Koppelelemente fu¨r Gelenke und
Kraftelemente. Als Bezugsbasis wird von einem Inertialsystem ausgegangen,
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Abbildung 2.1: Elementklassen klassischer Mehrko¨rpersysteme
welches meist einem erdbodenfesten Punkt entspricht. Durch die Erdgravita-
tion oder andere physikalische Effekte bewirkte Volumenkra¨fte ko¨nnen z. B.
durch Kraftelemente beschrieben werden.
Auch Kontaktprobleme werden i. d. R. anhand entsprechend speziali-
sierter MKS–Elemente modelliert. Wa¨hrend beim Starrko¨rperkontakt Gelen-
ke Anwendung finden, beschreibt man Kontakte mit elastischer Verformung
durch Kraftelemente (s. Abschnitt 3.5). Ferner sind fu¨r die Analyse von Kon-
takten je nach Modellierung mitunter erhebliche Eingriffe in die Numerik der
MKS–Simulation erforderlich, die von einfacher Begrenzung der Zeitschritt-
weiten bis zu Stoßdetektierung mittels Schaltfunktionen und anschließender
Berechnung eines konsistenten Systemzustands (s. Abschnitt 3.5.2) reichen
ko¨nnen.
MKS–Programme verfu¨gen meist u¨ber umfangreiche Bibliotheken von
Gelenken und Kraftelementen, um verschiedenartige technische Systeme mo-
dellieren zu ko¨nnen. Wa¨hrend die Implementierung von Gelenken i. d. R.
recht schematisch verla¨uft, decken Kraftelemente ein ausgesprochen großes
Anwendungsspektrum ab, sodass vo¨llig unterschiedliche Ansa¨tze und Stra-
tegien realisiert werden. In der Praxis handelt es sich daher bei benutzer-
implementierten Bibliothekselementen fast ausschließlich um Kraftelemente.
Auch das in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellte Kontaktmodell stellt formal
ein Kraftelement dar. Deshalb wird im Folgenden na¨her auf diesen MKS–
Elementtyp eingegangen.
Gewo¨hnliche Kraftelemente wirken zwischen zwei Koppelmarkern, die
auf verschiedenen Ko¨rpern oder intertial fest liegen ko¨nnen, in Abha¨ngig-
keit relativkinematischer Messungen der Koppelmarker. In der Praxis werden
u¨berwiegend zwei verschiedene Typen angewendet: Bei sog. Point–to–Point–
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Abbildung 2.2: Point–to–Point- (links) und Component–Kraftelement bei
gleicher Anordnung der Koppelmarker Mi, Mj
Elementen stimmt die Wirkrichtung mit der Verbindungslinie zwischen den
Koppelmarkern u¨berein. Component–Elemente sind dagegen prinzipiell un-
symmetrisch, da ihre Wirkrichtung durch die Orientierung einer der beiden
Koppelmarker bestimmt und der Kraftangriffspunkt am anderen Koppel-
marker angenommen wird (Abbildung 2.2).
Bei der Bestimmung der kinematischen Eingangsgro¨ßen des Kraftgesetzes
ist zu beachten, dass sich aus den MKS–Zustandsgro¨ßen nur Messungen auf
Lage– und Geschwindigkeitsebene ableiten lassen. Fu¨r manche Anwendungen
(z. B. Fahrermodelle) werden jedoch auch Beschleunigungen beno¨tigt, welche
erst nach vollsta¨ndiger Auswertung der Systemfunktion (einschließlich aller
Kraftelemente) bekannt sind. Die gleiche Problematik bringen Kraftlemente
mit sich, die von Zwangskra¨ften abha¨ngen (z. B. Gelenkreibung). In bei-
den Fa¨llen muss im Prinzip auf Formulierung als implizite Zustandsgro¨ßen
zuru¨ckgegriffen werden, die durch algebraische Nebenbedingungen bestimmt
werden [3].
In den meisten Fa¨llen beschreiben Kraftelemente technische Systeme, die
zwischen zwei Ko¨rpern wirken. Als Messungen sind deshalb rein relative ki-
nematische Gro¨ßen relevant, die nicht von der gemeinsamen Fu¨hrbewegung
der gekoppelten Ko¨rper abha¨ngen. Dies ist insbesondere bei der Bestimmung
translatorischer Geschwindigkeiten und Beschleunigungen zu beachten [27].
Wa¨hrend Massentra¨gheiten den Ko¨rpern vorbehalten sind, werden Kraft-
elemente grundsa¨tzlich masselos angenommen. Als Konsequenz muss die vek-
torielle Summe der eingepra¨gten Kra¨fte und Momente jedes Kraftelements
verschwinden. Werden passive Kraftgesetze an einem bestimmten Punkt zur
Wirkung gebracht, ist ferner darauf zu achten, dass Ort und Richtung der
Messungen mit denen der resultierenden Kra¨fte bzw. Momente u¨bereinstim-
men.
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Wie im Abschnitt 2.3 erla¨utert wird, fu¨hren Konstellationen aus Ko¨rpern
mit geringer Tra¨gheit und Kraftelementen mit hoher Steifigkeit und/oder
Da¨mpfung zu steifen Bewegungsgleichungen, sodass die Effizienz oder sogar
Stabilita¨t der numerischen Integration erheblich beeintra¨chtigt werden kann.
Deshalb sollten solche Situationen mo¨glichst schon wa¨hrend der Modellierung
vermieden werden.
Bei der Implementierung von Kraftelementen ist zu beachten, dass im
Zeitbereich nicht von streng monotoner Auswertung ausgegangen werden
kann. Dies la¨sst sich anhand der im Abschnitt 2.3 beschriebenen Funktions-
weise des Integrators DASSL nachvollziehen. Folglich macht es keinen Sinn,
auf lokal gespeicherte Gro¨ßen aus dem letzten Aufruf eines Kraftelements
zuzugreifen, um beispielsweise das Maximum einer Funktion zu bestimmen;
denn der vom Integrator vorgegebene Systemzustand ist oft Gegenstand einer
Iteration und somit fu¨r das letztlich berechnete Simulationsergebnis irrele-
vant.
2.2 Bewegungsgleichungen
Um ein MKS rechnerisch zu untersuchen, muss es in ein entsprechendes ma-
thematisches Modell u¨berfu¨hrt werden. Fu¨r u¨berschaubare Systeme kann der
Ingenieur diesen Schritt mit Papier und Bleistift erledigen, die meisten tech-
nischen Anwendungen u¨berschreiten jedoch aufgrund ihrer Komplexita¨t den
dafu¨r vertretbaren Aufwand bei Weitem. Deshalb werden die Bewegungs-
gleichungen, welche das dynamische Verhalten eines MKS beschreiben, in
der Praxis normalerweise mittels Computerprogrammen generiert.
Die dabei verwendeten Algorithmen werden als MKS–Formalismen be-
zeichnet und unterscheiden sich teilweise erheblich hinsichtlich verschiedener
Merkmale, von denen hier einige erwa¨hnt werden sollen:
Wa¨hrend symbolische Formalismen die Bewegungsgleichungen ebenso wie
ein menschlicher Bearbeiter in analytischer Form darzustellen vermo¨gen, lie-
fern numerische Verfahren lediglich ihre Auswertung fu¨r einen gegebenen
Systemzustand. Erstere erlauben also auch Schlu¨sse u¨ber Kopplungen und
strukturelle Zusammenha¨nge, fu¨hren jedoch bei umfangreichen Systemen
mit Unstetigkeiten zu kaum mehr beherrschbarem Verwaltungs- und Hand-
habungsaufwand.
Großen Einfluss auf den Umfang und die Eigenschaften des resultieren-
den Gleichungssystems hat die Wahl der Systemvariablen. Ein weit verbrei-
teter Ansatz beschreibt die Bewegung der Ko¨rper durch Absolutkoordina-
ten, d. h. jeweils sechs Variablen, die Position und Orientierung gegenu¨ber
dem Inertialsystem angeben. Kinematische Bindungen durch Gelenke werden
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Abbildung 2.3: MKS in Baumstruktur (links) und mit kinematischen Schlei-
fen, die durch Verkettung mit Gelenken gebildet werden
durch Zwangsbedingungen beru¨cksichtigt, welche in entsprechenden Zwangs-
kra¨ften und -momenten resultieren [28].
Andererseits la¨sst sich der Zustand eines MKS auch durch generalisierte
Koordinaten darstellen. Dabei beschreiben die Systemvariablen meist die re-
lativen kinematischen Freiheitsgrade der Gelenke. Entha¨lt das System aller-
dings geschlossene kinematische Schleifen (Abbildung 2.3), stellt die auto-
matische Generierung der Bewegungsgleichungen i. Allg. ein schwieriges Pro-
blem dar [29]. Deshalb wird in der Praxis mit Relativkoordinaten in Deskrip-
torform gearbeitet, wobei das MKS durch baumstrukturierte kinematische
Ketten beschrieben wird, welche durch schleifenschließende Gelenke verbun-
den werden ko¨nnen. Letztere ergeben analog zur Formulierung in Absolut-
koordinaten kinematische Zwangsbedingungen, die fu¨r zusa¨tzliche Zwangs-
kra¨fte und -momente in den dynamischen Bewegungsgleichungen sorgen [30].
Im Wesentlichen ist die Darstellung in Absolutkoordinaten einfacher zu
handhaben und fu¨hrt auf vergleichsweise große differential–algebraische Glei-
chungssysteme, deren einfache Struktur sich bei der numerischen Lo¨sung gut
ausnu¨tzen la¨sst [31]. Dagegen gestaltet sich der Umgang mit in Deskrip-
torform formulierten Systemen anspruchsvoller, wenn kinematische Schleifen
(Abbildung 2.3) vorliegen. Das resultierende Gleichungssystem weist aber in
der Regel erheblich weniger Zustandsgro¨ßen und algebraische Nebenbedin-
gungen auf; MKS mit kinematischer Baumstruktur ergeben sogar nur ein
gewo¨hnliches Differentialgleichungssystem. Eine ausfu¨hrliche Diskussion der
Koordinatenwahl fu¨r MKS findet man z. B. in [3].
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Gelenke bestimmen neben der durch ihre Anordnung gegebenen Topo-
logie auch durch die Art ihrer kinematischen Bindungen wichtige Eigen-
schaften des betrachteten MKS [32, 33]. Gehen ausschließlich Zustandsgro¨ßen
auf Lageebene ein, spricht man von holonomen Bindungen. Zu dieser Klasse
za¨hlen Standardgelenktypen wie z. B. Schiebe-, Dreh-, Kardan- und Kugel-
gelenke. Gelenke mit nichtholonomen Bindungen sind daru¨ber hinaus durch
(nicht mittels Integration in holonome Bindungen u¨berfu¨hrbare) Zwangs-
bedingungen auf Geschwindigkeitsebene gekennzeichnet. Diese Klasse tritt
in der Praxis eher selten auf, beispielsweise bei Kontaktproblemen mit idea-
lisiert modellierter Coulombscher Haftreibung (s. Abschnitt 3.5.2). Weiter
nennt man Bindungen, bei denen explizit die Systemzeit eingeht, rheonom,
wa¨hrend sie sonst als skleronom bezeichnet werden.
Die Bewegungen der einzelnen Starrko¨rper eines (kinetisch bestimmten)
MKS sind durch die Newtonschen und Eulerschen Gleichungen bestimmt. Ei-
ne weitere Unterscheidung von MKS–Formalismen ist durch das zugrundelie-
gende Prinzip der Mechanik [32, 33, 34] gegeben, welches die Anwendung der
kinetischen Grundgleichungen auf kinematisch gebundene MKS ermo¨glicht.
Dabei wird in den meisten Fa¨llen vom D’Alembertschen Prinzip oder den
Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art Gebrauch gemacht. Wa¨hrend erste-
res die Bewegungsa¨nderung der freigeschnittenen Ko¨rper als Wirkung der
angreifenden Kra¨fte und Momente beschreibt, gehen in letztere die Ableitun-
gen der kinetischen und potentiellen Energie nach den generalisierten Lage-
und Geschwindigkeitskoordinaten ein (wobei sie nur fu¨r holonome Systeme
anwendbar sind).
Als Grundlage fu¨r die in den Kapiteln 4 und 5 beschriebenen Implemen-
tierungen und Simulationen wurde das kommerzielle MKS–Programmpaket
SIMPACK [3, 18] verwendet. Dieses basiert auf einem Formalismus mit frei-
heitsgradproportionalem Rechenaufwand (O(n)–Formalismus) [35, 36], der
mit generalisierten Koordinaten nach dem D’Alembertsche Prinzip arbeitet.
Unabha¨ngig vom angewendeten mechanischen Prinzip ergibt sich i. Allg.
ein diffenential–algebraisches Gleichungssystem erster Ordnung mit folgender
Struktur [37]:
p˙ = T (p)v (2.1a)
M(p)v˙ = f(p,v) + GT (p)λ (2.1b)
g(p) = 0 (2.1c)
Hierbei stellen die Lagekoordinaten p ∈ Rnp , die Geschwindigkeiten v ∈ Rnv
und die Lagrangeschen Multiplikatoren λ ∈ Rnλ die Systemvariablen dar. p
und v werden u¨ber die Koeffizientenmatrix T ∈ Rnp×nv , welche ha¨ufig der
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Einheitsmatrix entspricht, verknu¨pft. Die generalisierte Massenmatrix M ∈
R
nv×nv entha¨lt die wirksamen Massen und Tra¨gheitsmomente der Ko¨rper, f ∈
R
nv die generalisierten eingepra¨gten Kra¨fte sowie Zentrifugal- und Coriolis-
kra¨fte.
Die Terme GT (p)λ und g(p) treten nur auf, wenn Gelenke durch Zwangs-
bedingungen beschrieben werden. Dabei entha¨lt g(p) ∈ Rnλ die Zwangs-
bedingungen auf Lageebene, und die Transponierte der Zwangsmatrix
G(p) ∈ Rnλ×nv mit
G(p) =
∂g(p)
∂p
T (p) (2.2)
projiziert den Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren λ auf die Gelenk-
zwangskra¨fte.
2.3 Numerische Integration
Die am ha¨ufigsten angewendete Analysemethode fu¨r MKS ist die Zeitintegra-
tion: Fu¨r einen gegebenen Anfangszustand werden die Bewegungsgleichungen
aufintegriert, sodass sich die Systemdynamik im Zeitbereich ergibt. Dabei
wird ausschließlich mit numerischen Integrationsverfahren gearbeitet. Diese
ko¨nnen sich hinsichtlich Komplexita¨t, Genauigkeit und Effizienz erheblich
unterscheiden [38, 39].
Integrationsverfahren
Sind in den zu integrierenden Bewegungsgleichungen keine kinematischen
Zwangsbedingungen enthalten, ergibt sich mit dem Zustandsvektor
x =
µ
p
v
¶
(2.3)
und der Systemfunktion
φ(x) =
µ
v
M−1(p)f(p,v)
¶
(2.4)
ein gewo¨hnliches Differentialgleichungssystem (ODE, Ordinary Differential
Equation) erster Ordnung:
x˙ = φ(x) (2.5)
Die Integration kann hier durch vergleichsweise einfache Verfahren erfolgen
[38].
16 KAPITEL 2. MEHRKO¨RPERSYSTEM–SIMULATION
Enthalten die Bewegungsgleichungen dagegen Zwangsbedingungen, ist
gro¨ßerer Aufwand erforderlich. Mit der Definition
F(p,v, λ) =
0
@ −p˙ + T (p)v−M(p)v˙ + f(p,v) + GT (p)λ
g(p)
1
A (2.6)
und dem erweiterten Zustandsvektor
y =
0
@ pv
λ
1
A (2.7)
la¨sst sich das differential–algebraische Gleichungssystem (DAE, Differential
Algebraic Equation) (2.1) in impliziter Form darstellen:
F(t, y˙,y) = 0 (2.8)
Ein wichtiges Merkmal von DAEs ist ihr Differentiationsindex . Er gibt
an, wie viele Differentiationen erforderlich sind, um das System prinzipiell
mit Hilfe algebraischer Umformungen in ein ODE–System zu u¨berfu¨hren.
Dies ist fu¨r (2.1) durch dreimaliges Ableiten der Nebenbedingungen (2.1c)
mo¨glich, sodass es sich um ein Index–3–System handelt [37].
Der Index ist ein Maß fu¨r die Komplexita¨t des Problems. So stehen nur
fu¨r DAE bis zum Index 2 effiziente Integrationsmethoden zur Verfu¨gung.
Um die MKS–Bewegungsgleichungen numerisch lo¨sen zu ko¨nnen, ist deshalb
eine Indexreduktion erforderlich. Dies la¨sst sich formal durch Differentiation
von (2.1c), d. h. Formulierung der Zwangsbedingungen auf Geschwindigkeits-
ebene
0 = g˙(p,v) =
∂g(p)
∂p
p˙ = G(p)v (2.9)
oder Beschleunigungsebene
0 = g¨(p,v, v˙) = G(p)v˙ + G˙(p,v)v , (2.10)
erreichen [37].
Allerdings entstehen dadurch neue Schwierigkeiten. Neben gro¨ßerem Auf-
wand bei der Formulierung der Nebenbedingungen und zur Bestimmung eines
konsistenten Anfangszustands [37] ist hierbei der Drift–off–Effekt zu nen-
nen: Da die Zwangsbedingungen nur im Rahmen der numerischen Genauig-
keitsschranken gelo¨st werden, fu¨hren die verbleibenden Restgeschwindigkei-
ten bzw. Restbeschleunigungen im Laufe der Integration zu inakzeptablen
Kriechbewegungen in den zugeho¨rigen Gelenken. Abhilfe kann z. B. durch
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Ordnung Fkt.–Ausw.
Integrationsverfahren Typ
p je Schritt
Euler explizit exp. Einschritt 1 1
Euler implizit imp. Einschritt 1 ≥ 1
Runge–Kutta explizit exp. Einschritt ≥ 1 ≥ p
Runge–Kutta implizit imp. Einschritt ≥ 1 ≥ p/2
Adams–Bashforth exp. Mehrschritt ≥ 1 1
Adams–Moulton imp. Mehrschritt ≥ 2 ≥ 2
BDF (Gear) imp. Mehrschritt ≥ 1 ≥ 1
Tabelle 2.1: Eigenschaften einiger wichtiger Integrationsverfahren; abgesehen
von den Eulerverfahren existieren jeweils Varianten mit verschiedener Ord-
nung
das Stabilisierungsverfahren nach Baumgarte [40] oder Indexreduktion mit-
tels Gear–Gupta–Leimkuhler–Formulierung [41] geschaffen werden.
Bei der numerischen Integration von (2.5) liefern die Bewegungsgleichun-
gen die zeitliche Ableitung zu einem gegebenen Systemzustand x in Form
einer Auswertung der Systemfunktion φ(x). Die Effizienz der Simulation
wird bestimmt durch den Rechenaufwand je Auswertung sowie die vom
Integrationsverfahren beno¨tigte Anzahl an Funktionsauswertungen.
Integrationsmethoden lassen sich in explizite und implizite, in Einschritt-
und Mehrschritt- sowie in ODE- und DAE–Verfahren einteilen (Tabelle 2.1).
Außerdem sind Ordnung und Stabilita¨tsgebiete als wichtige Merkmale zu
nennen [38, 39, 42].
Fu¨r Systeme gewo¨hnlicher Differentialgleichungen (2.5) ist das explizite
Eulerverfahren
xn+1 := xn + h · φ(xn) (2.11)
die einfachste denkbare Variante: Der aktuelle Systemzustand xn wird an-
hand der durch die Funktionsauswertung gewonnenen Ableitung φ(xn) linear
um die Schrittweite h := tn+1 − tn entlang der Zeitachse vera¨ndert. Weitere
wichtige Vertreter der expliziten Einschrittmethoden sind die Verfahren vom
Runge–Kutta–Typ; hier werden zuna¨chst an verschiedenen Punkten im zu in-
tegrierenden Zeitschritt [tn, tn+1] die Ableitungen na¨herungsweise durch ver-
allgemeinerte Eulerschritte bestimmt, um dann xn+1 anhand von Quadratur-
formeln zu bestimmen [42].
Bei Mehrschrittverfahren werden zur Berechnung eines Zeitschritts nicht
nur die Ableitung an dessen Beginn, sondern zusa¨tzlich Funktionsauswertun-
gen aus benachbarten Schritten beru¨cksichtigt. Als bekannte Beispiele sind
die expliziten Adams–Bashforth–Verfahren zu nennen.
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Da Mehrschrittverfahren normalerweise mit weniger Auswertungen der
Systemfunktion auskommen, arbeiten sie i. d. R. effizienter. Das gilt aber
nicht fu¨r Systeme mit starken A¨nderungen im Lo¨sungsverhalten, wo Ein-
schrittverfahren flexibler reagieren ko¨nnen und daher u¨berlegen sind [39].
Wa¨hrend sich bei expliziten Integrationsmethoden die Berechnungsvor-
schrift fu¨r den na¨chsten Schritt direkt angeben la¨sst, entha¨lt sie bei impliziten
Verfahren die zuna¨chst unbekannte Ableitung φ(xn+1) am zu berechnenden
zuku¨nftigen Zeitpunkt tn+1, z. B. fu¨r das implizite Eulerverfahren:
xn+1 := xn + h · φ(xn+1) (2.12)
Damit erfordert jeder Zeitschritt die Lo¨sung eines i. Allg. nichtlinearen alge-
braischen Gleichungssystems fu¨r xn+1. Zur Lo¨sung wird i. d. R. das iterative
Newton–Raphson–Na¨herungsverfahren verwendet, welches die Jacobimatrix
∂φ/∂x der Systemfunktion beno¨tigt.
Meist wird die Jacobimatrix durch numerische Differenzenapproximation
berechnet, welche i. Allg. jeweils nx + 1 Auswertungen der Systemfunktion
erfordert und damit den Rechenaufwand erheblich erho¨ht. Deshalb wird ver-
sucht, die Berechnung durch Strukturausnutzung zu vereinfachen oder wenn
mo¨glich ganz zu vermeiden, indem man auf das Ergebnis des letzten Inte-
grationsschritts zugreift [3, 37, 43].
Wichtige implizite Integrationsmethoden sind die impliziten Runge–Kut-
ta Einschrittverfahren, die Adams–Moulton–Verfahren und das BDF–Verfah-
ren (Backwards Differentiation Formulae) nach Gear. Letzteres unterscheidet
sich prinzipiell dadurch von den Adams–Verfahren, dass in der Berechnungs-
vorschrift auf die voran gegangenen Werte des Zustandvektors x anstelle der
Systemfunktion φ(x) zuru¨ckgegriffen wird.
Ordnung und Stabilita¨t
Das explizite Eulerverfahren ist besonders einfach zu implementieren und
kommt mit einer einzigen Auswertung der Systemfunktion pro Zeitschritt
aus. Weil damit der Rechenaufwand je Zeitschritt besonders gering und genau
definiert ist, wird es in der Praxis ha¨ufig fu¨r Echtzeitanwendungen eingesetzt.
Allerdings mu¨ssen hierbei erhebliche Nachteile hinsichtlich Genauigkeit und
Stabilita¨t der Integration in Kauf genommen werden.
Die aufwa¨ndigeren Methoden zeichnen sich dagegen durch geringere nu-
merische Fehler aus, was sich anhand der Ordnung p beziffern la¨sst [39, 42]:
Ist die Systemfunktion p + 1–mal stetig differenzierbar, gilt fu¨r den globalen
Fehler
‖εn‖ = O(hp) , (2.13)
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d. h. Verfahren ho¨herer Ordnung konvergieren mit der p–ten Potenz der
Schrittweite gegen die exakte Lo¨sung. Wa¨hrend also das explizite Euler-
verfahren mit der Ordnung p = 1 fu¨r eine um zwei Stellen genauere Lo¨sung
eine hundertmal kleinere Schrittweite erfordert, genu¨gt bei einem Verfahren
fu¨nfter Ordnung etwa der Faktor 0,4.
Da (2.13) nur bei p + 1–mal stetiger Differenzierbarkeit von φ(x) gilt,
zahlt sich der Mehraufwand von Integrationsmethoden mit ho¨herer Ordnung
i. d. R. allerdings nur fu¨r entsprechend glatte Lo¨sungsverla¨ufe aus. Sonst muss
in jedem Fall mit kleiner Schrittweite gerechnet werden, sodass Verfahren
niedriger Ordnung effizienter arbeiten.
Ein sehr wichtiger Aspekt bei der Integration der Bewegungsgleichungen
ist die Stabilita¨t. Dazu ist zuna¨chst die physikalische Stabilita¨t des gegebenen
MKS zu betrachten [3, 42], die sich im nichtlinearen Fall z. B. nach Linearisie-
rung anhand der Eigenwerte λi ∈ C der Jacobimatrix ∂φ/∂x(x∗) analysieren
la¨sst. Hierbei muss x∗ einen Gleichgewichtszustand mit φ(x∗) = 0 darstellen.
Jeder komplexe Eigenwert charakterisiert eine Eigenform des Systems,
wobei Re λi die Da¨mpfung und Im λi die Frequenz der entsprechenden
Schwingung angibt. Reale mechanische Systeme werden i. d. R. physika-
lisch stabil ausgelegt, sodass sa¨mtliche Eigenschwingungen abklingen und die
Realteile aller Eigenwerte negativ sind. In der komplexen Zahlenebene liegen
dabei schwach geda¨mpfte Eigenwerte nahe der imagina¨ren Achse, wa¨hrend
weit entfernte starker Da¨mpfung entsprechen. Analog steigt mit dem Abstand
zur reellen Achse die zugeho¨rige Frequenz.
Systeme mit stark unterschiedlichen Betra¨gen der Eigenwerte werden als
steif bezeichnet. Zur Quantifizierung dient der Steifigkeitsindex
κ =
|λ|max
|λ|min , (2.14)
wobei κ ≥ 1000 als Faustwert fu¨r die Zuordnung zur Klasse der steifen Pro-
bleme gilt [42]. Steife Bewegungsgleichungen ergeben sich fu¨r MKS, bei denen
Kraftelemente mit großen Steifigkeiten und/oder Da¨mpfungen die Bewegung
von Ko¨rpern mit relativ kleiner Tra¨gheit bestimmen.
Die numerische Stabilita¨t der Zeitintegration ist gegeben, wenn die Zu-
standsgro¨ßen wa¨hrend der Simulation beschra¨nkt bleiben [3, 39, 42]. Das
ist dann der Fall, wenn fu¨r sa¨mtliche (physikalischen) Eigenwerte des Sy-
stems das Produkt hλi aus Schrittweite und Eigenwert innerhalb des sog.
(numerischen) Stabilita¨tsgebiets S liegen [44]. Zu einem vorgegebenen Inte-
grationsverfahren la¨sst sich dieses Stabilita¨tsgebiet durch Analyse der Zeit-
integration einer skalaren Testgleichung bestimmen. Fu¨r die Integration der
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Abbildung 2.4: Stabilita¨tsgebiete des expliziten und impliziten Eulerver-
fahrens sowie des BDF–Verfahrens vierter Ordnung (A(α)–stabil mit α =
73, 35◦)
Bewegungsgleichungen eines MKS ist h stets so zu wa¨hlen, dass hλi fu¨r alle
seine Eigenwerte im Inneren von S liegen:
h · λi ∈ S (2.15)
Beim kreisfo¨rmigen Stabilita¨tsgebiet des expliziten Eulerverfahrens (Ab-
bildung 2.4) erfordern daher stark geda¨mpfte und/oder hochfrequente Eigen-
werte extrem kleine Schrittweiten, was in der Praxis nicht nur zu sehr ho-
hem Rechenaufwand fu¨hrt, sondern aufgrund der damit in den Vordergrund
ru¨ckenden numerischen Rundungsfehler oft nicht mehr praktikabel ist.
Dagegen erstreckt sich das Stabilita¨tsgebiet impliziter Methoden ha¨ufig
u¨ber den gro¨ßten Teil der linken komplexen Zahlenebene. Der dabei auftre-
tende O¨ffnungswinkel α eines Sektors um die negative reelle Achse gibt den
Bereich an, in dem die Eigenwerte unabha¨ngig von der Schrittweite stets
(2.15) erfu¨llen. Die Verfahren werden daher A(α)–stabil genannt [3, 44]. Im
Idealfall ist α = 90◦ und man spricht von A–Stabilita¨t. Der relativ große
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numerische Aufwand impliziter Integrationsverfahren wird also durch ihre
Eignung fu¨r in der Praxis ha¨ufig anzutreffende steife mechanische Systeme
gerechtfertigt.
Ziel der numerischen Integration ist es, das gegebene Problem in der ge-
forderten Genauigkeit bei mo¨glichst geringem Rechenaufwand zu lo¨sen. Aus
dem bisher Gesagten wird deutlich, dass die Wahl des optimalen Integrati-
onsverfahrens stark von den Systemeigenschaften abha¨ngt. Der Berechnungs-
ingenieur ist hierbei oft u¨berfordert. Außerdem kommt es in praktischen An-
wendungen ha¨ufig vor, dass sich die Eigenschaften des MKS im Laufe der
Simulation erheblich vera¨ndern. Beispielsweise ko¨nnen harte Anschla¨ge von
Fahrwerken dafu¨r sorgen, dass sich die Steifheit der Bewegungsgleichungen
zeitweise erheblich vera¨ndert.
Diese Konflikte werden oft erfolgreich durch den Einsatz adaptiver Inte-
gratoren gelo¨st, die z. B. Schrittweite und Ordnung wa¨hrend der Rechnung
in Abha¨ngigkeit des Integrationsverlaufs vera¨ndern, sodass optimale Effizienz
erreicht wird.
Der Integrator DASSL
Der Integrator DASSL [45] hat sich in der Praxis besonders fu¨r die MKS–
Simulation bewa¨hrt. Hierbei handelt es sich um ein BDF–basiertes Verfahren,
das mit variabler Schrittweite und Ordnung (p = 1..5) arbeitet. Ohne auf
Details einzugehen, soll im Folgenden kurz die Funktionsweise beschrieben
werden (Abbildung 2.5).
DASSL arbeitet nach dem Pra¨diktor–Korrektor–Prinzip, um DAE–Sys-
teme in der Form (2.8) zu lo¨sen: Um den na¨chsten Systemzustand yn+1 zu
berechnen, wird zuna¨chst ein Polynom ωPn+1(t) bestimmt, das die numeri-
schen Lo¨sungen der vergangenen p + 1 Schritte interpoliert:
ωPn+1(tn−i) = yn−i i = 0..p (2.16)
Dabei entspricht p der aktuellen Ordnung.
Durch Auswerten des Pra¨diktorpolynoms zum Endzeitpunkt tn+1 := tn +
h des zu berechnenden Zeitschritts (mit der aktuellen Schrittweite h) gewinnt
man einen Startwert fu¨r die folgende Korrektoriteration:
y
(0)
n+1 := ω
P
n+1(tn+1) (2.17)
Anschließend wird iterativ ein Korrektorpolynom ωKn+1(t) berechnet, das
durch p gleichverteilte Punkte des Pra¨diktorpolynoms sowie — im Rahmen
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Abbildung 2.5: Flussdiagramm des DAE–Integrators DASSL
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der vom Benutzer vorgegebenen Fehlertoleranzen — den gesuchten System-
zustand yn+1 verla¨uft und die Gleichungen des gegebenen DAE–Systems zum
Zeitpunkt tn+1 erfu¨llt:
ωKn+1(tn+1 − ih) = ωPn+1(tn+1 − ih) i = 1..p (2.18a)
ωKn+1(tn+1) = yn+1 (2.18b)
F(tn+1, ω˙
K
n+1(tn+1), ω
K
n+1(tn+1)) = 0 (2.18c)
Unter Verwendung von dividierten Differenzen wird (2.18) durch eine
modifizierte Newton–Iteration mit der Berechnungsvorschrift
y
(m+1)
n+1 = y
(m)
n+1 − c · J−1 · F(tn+1,y(m)n+1, αy(m)n+1 + β) (2.19)
gelo¨st [45]. Dabei wird die Jacobimatrix
J = α
∂F
∂y˙
+
∂F
∂y
(2.20)
beno¨tigt, deren Berechnung mittels numerischer Differenzenapproximation
ny + 1 Auswertungen der Systemfunktion F erfordert und daher i. d. R. den
gro¨ßten Teil des Rechenaufwands verursacht. Sie wird deshalb nur dann neu
berechnet, wenn die Korrektoriteration nicht mehr oder zu langsam konver-
giert. Die skalare Gro¨ße α wird in Abha¨ngigkeit von der aktuellen Schrittweite
vorgegeben, und β ergibt sich aus β := ω′Pn+1(tn+1)− αy(0)n+1.
Unterscheidet sich das Ergebnis der ersten Iteration (m = 0) nur ge-
ringfu¨gig vom Startwert aus dem Pra¨diktorschritt, wird es als Ergebnis ak-
zeptiert. Ansonsten erfolgt eine weitere Korrektoriteration nach (2.19), die
anhand der Konvergenzrate
ρ =
Ã
‖y(m+1)n+1 − y(m)n+1‖
‖y(1)n+1 − y(0)n+1‖
! 1
m
(2.21)
bewertet wird. Bei ausreichender Konvergenzgeschwindigkeit dient die Be-
dingung
ρ
1− ρ · ‖y
(m+1)
n+1 − y(m)n+1‖ < 0, 33 (2.22)
als Abbruchkriterium der Korrektoriteration. Ist dagegen die Konvergenzrate
zu groß (ρ > 0, 9) oder die Obergrenze mmax fu¨r die Anzahl der Iterationen
erreicht, wird vor dem na¨chsten Iterationsschritt die Jacobimatrix J neu be-
rechnet. Falls auch damit keine ausreichende Konvergenzrate ρ erreicht wird,
beginnt die gesamte Iteration mit verminderter Schrittweite von vorne.
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Schließlich wird die so ermittelte Lo¨sung yn+1 einem Fehlertest unter-
zogen, indem die Bedingung
M · ‖yn+1 − y(0)n+1‖ ≤ 1 (2.23)
u¨berpru¨ft wird. Hierbei werden der lokale Diskretisierungsfehler der Inte-
gration sowie der Interpolationsfehler zur Bestimmung des Systemzustands
innerhalb der Integrationsschritte abgescha¨tzt, indem die Norm des Diffe-
renzvektors zwischen dem Pra¨diktor- und dem Korrektorzustand mit einer
von Ordnung und Schrittweite abha¨ngigen Konstante M multipliziert wird
[45]. Je nach Ergebnis des Fehlertests wird die Integration mit gleicher oder
gro¨ßerer Schrittweite fortgesetzt oder aber yn+1 verworfen und mit vermin-
derter Schrittweite neu berechnet.
Auch die Ordnungssteuerung greift nach der Korrektoriteration ein. Da-
bei werden die Abweichungen zwischen dem Pra¨diktor- und dem Korrektor-
polynom anhand ihrer Taylorentwicklung abgescha¨tzt. Bei wachsenden Dif-
ferenzen u¨ber die letzten Schritte wird die Ordnung erho¨ht, bei sinkenden
reduziert.
Wichtig zum Versta¨ndnis des Algorithmus ist, dass die verwendete Norm
durch die vom Anwender vorgegebenen Toleranzen atol und rtol fu¨r den
absoluten und relativen Fehler gewichtet wird:
‖y(m+1)−y(m)‖ :=
vuuut 1
ny
nyX
i=1
0
@ y(m+1)i − y(m)i
atoli + rtoli ·max
³
|y(m+1)i |, |y(m)i |
´
1
A2 (2.24)
Faktisch werden also Komponenten mit betragsma¨ßig sehr kleinen Werten
mit dem Faktor 1/atoli, und die restlichen mit 1/(|yi|rtoli) skaliert.
Fu¨r die Implementierung von MKS–Elementen ist von besonderem Inter-
esse, dass sie als Teil der Systemfunktion F in zwei unterschiedlichen Stufen
des Integrationsverfahrens ausgewertet werden. Dies geschieht einerseits je-
weils genau einmal zur Berechnung von Newton–Schritten nach (2.19), an-
dererseits — falls erforderlich — jeweils mehrfach mit geringfu¨gig variierten
Systemzusta¨nden zur Berechnung der Jacobimatrix (2.20) durch Differenzen-
approximation.
Unstetigkeiten
Die Voraussetzung ausreichend ha¨ufiger Differenzierbarkeit fu¨r (2.13)
macht bereits deutlich, dass die Glattheit des zu berechnenden Lo¨sungsver-
laufs erheblichen Einfluss auf die Robustheit und Effizienz der numerischen
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Integration hat. Auch in den Polynomapproximationen (2.16) und (2.18a),
(2.18b) durch DASSL spiegelt sich dieser Zusammenhang wider.
Andererseits fu¨hrt das erwa¨hnte Beispiel der Fahrwerksanschla¨ge zu sehr
großen Gradienten oder gar Spru¨ngen in den Kra¨ften und damit auch in den
Beschleunigungen des MKS. Werden Starrko¨rperkontakte mit Sto¨ßen model-
liert, so treten gar Spru¨nge in den Geschwindigkeiten auf (s. Abschnitt 3.5.2).
Daru¨ber hinaus kann sich das Verhalten bestimmter MKS–Elemente diskret
a¨ndern, etwa beim U¨bergang von Haft- zu Gleitreibung eines Kraftelements;
man spricht dann von einem strukturvarianten System.
Um trotz solcher systembedingter Unstetigkeiten eine stabile und effizien-
te Integration zu ermo¨glichen, arbeiten viele Verfahren mit Schaltfunktionen
[3, 39, 46]. Die Idee ist hierbei, die Berechnung bei entsprechenden Ereig-
nissen zu unterbrechen, um nach Neuinitialisierung des Integrators und der
schaltbaren MKS–Elemente fortzusetzen. Somit werden also abschnittsweise
glatte bzw. stetige Systeme betrachtet.
In der Praxis erweist sich die optionale Verwendung von Schaltfunktio-
nen nicht immer als vorteilhaft. Denn treten wa¨hrend der Simulation sta¨ndig
Unstetigkeiten in sehr geringem zeitlichen Abstand auf, verla¨uft die numeri-
sche Integration wegen fortwa¨hrender Initialisierung mit entsprechend kleiner
Schrittweite und Ordnung. Fu¨r viele strukturvariante Systeme sind Schalt-
funktionen allerdings unverzichtbar.
Kapitel 3
Kontaktmodelle
In diesem Kapitel werden zuna¨chst die wichtigsten Grundlagen und Schwie-
rigkeiten bei der Modellierung von Kontaktvorga¨ngen zusammengestellt.
Weiter sollen die Abschnitte 3.3 bis 3.5 einen U¨berblick bekannter Verfahren
zur Berechnung von Kontaktkra¨ften geben. Dabei wird von komplexen Me-
thoden mit hoher Abbildungsgu¨te zu einfachen, stark abstrahierenden Mo-
dellen vorgegangen. Der Umfang der einzelnen Abschnitte richtet sich allein
nach ihrer Bedeutung fu¨r die weiteren Kapitel, und es steht stets die Taug-
lichkeit fu¨r die MKS–Simulation im Mittelpunkt. In diesem Sinne wird im
letzten Abschnitt bewertet und verglichen.
3.1 Grundlagen
Um Kontaktvorga¨nge in der numerischen Simulation darstellen zu ko¨nnen,
muss ein geeignetes physikalisches Modell entwickelt werden. Dazu gilt es
zuna¨chst, die Prinzipien dieses Pha¨nomens zu verdeutlichen. Zur Formulie-
rung der Grundlagen werden zwei kontaktierende Ko¨rper 1 und 2 betrachtet
(Abbildung 3.1). Die durchgezogenen, dicken Linien zeigen ihre durch die
Kontaktspannungen verformten Oberfla¨chen; die gestrichelten, du¨nnen Lini-
en stellen ihre gedachten unverformten Profile dar.
3.1.1 Impenetrabilita¨t
Das Prinzip der Impenetrabilita¨t besagt, dass sich die Ko¨rper nicht durch-
dringen. Dies kann durch eine sog. Gap–Funktion
g = un1 + un2 − d ≥ 0 (3.1)
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Abbildung 3.1: Kontaktierende Ko¨rper
beschrieben werden, in der sich der Abstand der Oberfla¨chen g aus den Ver-
formungen un1 und un2 in Kontaktnormalenrichtung und der Durchdringung
d der unverformten Profile ergibt (Abbildung 3.2).
3.1.2 Adha¨sionsfreiheit
Adha¨sionsfreiheit bedeutet, dass senkrecht zur Kontaktfla¨che keine Zugspan-
nungen auftreten. Bezeichnet man mit positivem p Druckspannungen (Ab-
bildung 3.2), gilt also:
p ≥ 0 (3.2)
Sonderfa¨lle durch klebrige Oberfla¨chen werden hier nicht betrachtet.
p1
p2 un1
un2
g d
Abbildung 3.2: Gap–Funktion und Kontaktnormalspannung
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Abbildung 3.3: Gegenwirkungsprinzip und Tangentialverformung
3.1.3 Gegenwirkungsprinzip
Ein weiterer wichtiger Grundsatz ist das Gegenwirkungsprinzip (
”
actio gleich
reactio“) der Kontaktspannungen zwischen gegenu¨berliegenden Fla¨chenele-
menten im Beru¨hrgebiet (Abbildung 3.3):
p1 + p2 = 0 (3.3)
q1 + q2 = 0 (3.4)
Dabei sind die tangential wirkenden Verschiebungen ut und Spannungen q
als Vektoren formuliert, weil sie im ra¨umlichen Fall eine Richtung innerhalb
der Tangentialebene besitzen.
3.1.4 Prinzip von St. Venant
Nach dem Prinzip von St. Venant ha¨ngen Spannungen und Verformungen
eines elastischen Ko¨rpers in hinreichender Entfernung vom Angriffsbereich
a¨ußerer Kra¨fte nicht mehr von ihrer speziellen Verteilung, sondern nur noch
von ihrer Resultierenden ab [47]. Fu¨r kontaktmechanische Problemstellun-
gen in MKS bedeutet dies, dass die Kontaktspannungen beru¨hrender Ko¨rper,
welche typischerweise in einem relativ kleinen Gebiet auftreten, zum resultie-
renden Kraftwinder aufintegriert bzw. aufsummiert werden ko¨nnen, um als
eingepra¨gte Kra¨fte und Momente beru¨cksichtigt zu werden. Daru¨ber hinaus
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Abbildung 3.4: Coulombsches Reibgesetz
wird im Weiteren davon ausgegangen, dass Vera¨nderungen von Schwerpunkt-
lage und Tra¨gheitstensor infolge relativ kleiner Verformungen durch Kontakt
der Ko¨rper vernachla¨ssigbar sind.
3.1.5 Reibung
Reibung zwischen festen Ko¨rpern ist ein Pha¨nomen, welches durch physi-
kalische Modelle approximiert werden kann. Sie stellt Kraftwirkungen dar,
die tangential zur Kontaktfla¨che wirken. Sind die Oberfla¨chen trocken, wird
in den weitaus meisten Fa¨llen das Coulombsche Reibgesetz (Abbildung 3.4)
angewendet. Dieses unterscheidet zwischen zwei Zusta¨nden:
Liegt Haften (auch Adha¨sion oder Stick genannt) vor, tritt keine rela-
tive Tangentialverschiebung in der Kontaktfla¨che auf. Bezeichnet man ent-
sprechend Abbildung 3.3 mit ut1 und ut2 die tangentiale Verformung und
mit e die entsprechende Verschiebung der unverformten Profile, kann die
Haftreibung durch einen der Gap–Funktion (3.1) analogen Zusammenhang
beschrieben werden:
e− (ut1 + ut2) = 0 (3.5)
Der zweite Zustand heißt Gleiten (oder auch Slip) und besagt, dass sich bei
Tangentialbewegung der Kontaktfla¨chen eine der Relativgeschwindigkeit ∆vt
entgegenwirkende Traktionsspannung q einstellt, welche proportional mit der
Normalspannung p wa¨chst:
q = −µ · p · ∆vt|∆vt| (3.6)
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Die Proportionalita¨tskonstante µ wird als Gleitreibungszahl bezeichnet und
ha¨ngt in erster Linie von der Materialpaarung und der Oberfla¨chenbeschaf-
fenheit ab. Ihr Wertebereich liegt zwischen null und typischerweise kaum
mehr als eins.
Fu¨r den U¨bergang zwischen den Zusta¨nden gelten zwei verschiedene Kri-
terien. Von Gleiten nach Haften ist die tangentiale Relativgeschwindigkeit
maßgeblich; sobald sie verschwindet, kann Adha¨sion auftreten. Umgekehrt
lo¨st sich die feste Bindung, wenn die Haftkraftreserve
|q| = µ0 · p (3.7)
u¨berschritten wird. Der Koeffizient µ0 wird Haftreibungszahl genannt und
ist stets etwas gro¨ßer als µ.
Es sei darauf hingewiesen, dass in der Praxis ein recht großer Teil von
Kontaktproblemen auch ohne Beru¨cksichtigung der Reibung zufriedenstel-
lend gelo¨st werden kann.
3.2 Schwierigkeiten
Die vorgestellten Grundlagen der Kontaktmechanik erscheinen schlu¨ssig und
keineswegs besonders abstrakt oder komplex. Trotzdem sto¨ßt man bei der
Analyse auf schwierige Probleme, die ha¨ufig erst durch die Abbildung der
Pha¨nomene und Modelle auf die numerische Simulation entstehen oder ver-
scha¨rft werden. Im Folgenden werden einige typische Schwierigkeiten vorge-
stellt.
3.2.1 Kontakterkennung
Wie bereits erwa¨hnt, werden die ra¨umliche Ausdehnung und Oberfla¨che eines
Ko¨rpers in einem klassischen MKS–Modell nicht abgebildet. Fu¨r die Unter-
suchung von Kontaktproblemen ist deshalb ein Verfahren vorzusehen, welches
anhand der relativen Lage und Orientierung der n Ko¨rper ihren Kontakt-
status ermittelt. I. Allg. muss fu¨r jede der n(n−1)
2
mo¨glichen Ko¨rperpaarungen
untersucht werden, ob sich ihre (unverformten) Oberfla¨chen schneiden, so-
dass u¨berhaupt erst ein Kontaktproblem vorliegt. Ansonsten ist keine weitere
kontaktmechanische Analyse erforderlich. Je nach Darstellung der Ko¨rper-
oberfla¨chen bedarf eine effiziente Kontakterkennung mitunter aufwa¨ndiger
Verfahren (s. Abschnitt 4.1).
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Abbildung 3.5: Kontaktgebiet und Normalspannungsverteilung
3.2.2 Kontaktgebiet
Beim Kontakt zweier Ko¨rper treten aufgrund der Impenetrabilita¨t und ih-
rer Elastizita¨t Verformungen auf (Abbildung 3.5). In der Regel verschieben
sich die Oberfla¨chen in Richtung der Kontaktnormalspannungen nach innen.
Scherspannungen im Ko¨rperinneren sorgen dafu¨r, dass sich die Verformung
auch in der na¨heren Umgebung neben dem Beru¨hrgebiet fortsetzt. Daraus
ergibt sich das Problem, dass Gro¨ße und Gestalt des Kontaktgebiets zuna¨chst
nicht bekannt sind. Eine erste Na¨herung stellt die Schnittkurve der unver-
formten Oberfla¨chen dar, doch das tatsa¨chliche Beru¨hrgebiet ist normalerwei-
se kleiner. Diese Problematik kann bei der numerischen Analyse durch itera-
tive Algorithmen oder Variationsrechnung gelo¨st werden (s. Abschnitt 3.4.1).
3.2.3 Partielles Gleiten
Durch die Elastizita¨t der Ko¨rper und die zwischen ihnen wirksame Rei-
bung ko¨nnen sich in der Beru¨hrfla¨che Gebiete ausbilden, in denen neben-
einander Haft- und Gleitreibung auftreten. Beispielsweise stellt sich beim
Radkontakt eines Schienenfahrzeugs eine Verteilung wie schematisch in Ab-
bildung 3.6 dargestellt ein. Infolge dessen ko¨nnen sich selbst bei statischen
Betrachtungen in kinematisch identischen Kontaktsituationen unterschiedli-
che Reibungs- und Spannungsverteilungen einstellen, die von der Belastungs-
geschichte abha¨ngen [48]. Um den Zustand des partiellen Gleitens zu ermit-
teln, sind auch hier iterative Methoden oder Variationsrechnung zur numeri-
schen Auswertung erforderlich (s. Abschnitt 3.4.1).
3.2.4 Materialda¨mpfung
Die Elastizita¨t jedes Materials geht mit Da¨mpfung einher, welche sein dissi-
patives Verhalten bei Verformung darstellt. Da in MKS–Simulationen oft ho-
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Abbildung 3.6: Partielles Gleiten im Rad–Schiene Kontaktgebiet (angetrie-
benes Rad)
he Kontaktgeschwindigkeiten auftreten, muss die Materialda¨mpfung mit ge-
eigneter Komplexita¨t modelliert werden. In der einschla¨gigen Literatur fa¨llt
jedoch auf, dass ihre dynamischen Effekte insbesondere bei aufwa¨ndigeren
Kontaktmodellen ha¨ufig gar nicht oder nur stark vereinfacht Beru¨cksichti-
gung finden.
3.3 Festko¨rpermodelle
Kontaktkra¨fte treten an der Oberfla¨che von festen Ko¨rpern auf und befinden
sich im Gleichgewicht mit deren inneren Spannungen. Der klassische Ansatz
zur Analyse von Beru¨hrvorga¨ngen basiert daher auf der Festko¨rpermechanik.
Die grundlegenden Zusammenha¨nge bei der Verformung elastischer Ko¨rper
beschreibt die Elastizita¨tstheorie. Fu¨r kontaktmechanische Untersuchungen
werden daru¨ber hinaus geeignete Gesetzma¨ßigkeiten fu¨r die U¨bertragung von
Spannungen im Beru¨hrgebiet beno¨tigt (s. Abschnitt 3.1), welche hier als
Randbedingungen eingehen.
3.3.1 Elastizita¨tstheorie
Die Verformung eines elastischen Ko¨rpers kann durch seinen Verzerrungs-
zustand dargestellt werden. Die Dehnung ε beschreibt die La¨ngenvera¨nde-
rung und die Scherung γ die Winkelvera¨nderung eines Volumenelements.
Fu¨r kartesische Koordinaten gilt mit den Verschiebungen u, v und w in x–,
y– und z–Richtung:
εx =
∂u
∂x
γxy = γyx =
∂u
∂y
+ ∂v
∂x
εy =
∂v
∂y
γxz = γzx =
∂u
∂z
+ ∂w
∂x
εz =
∂w
∂z
γyz = γzy =
∂v
∂z
+ ∂w
∂y
(3.8)
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Durch geometrische Betrachtung und Umformung la¨sst sich leicht zeigen,
dass die Elemente des Verzerrungstensors den Kompatibilita¨tsbedingungen
genu¨gen mu¨ssen [47]:
∂2εx
∂y2
+ ∂
2εy
∂x2
= ∂
2γxy
∂x∂y
2 ∂
2εx
∂y∂z
= ∂
∂x
³
−∂γyz
∂x
+ ∂γzx
∂y
+ ∂γxy
∂z
´
∂2εy
∂z2
+ ∂
2εz
∂y2
= ∂
2γyz
∂y∂z
2 ∂
2εy
∂z∂x
= ∂
∂y
³
−∂γzx
∂y
+ ∂γxy
∂z
+ ∂γyz
∂x
´
∂2εz
∂x2
+ ∂
2εx
∂z2
= ∂
2γzx
∂z∂x
2 ∂
2εz
∂x∂y
= ∂
∂z
³
−∂γxy
∂z
+ ∂γyz
∂x
+ ∂γzx
∂y
´ (3.9)
Auch die den Verzerrungen entsprechenden Spannungen σ und τ sind nicht
beliebig, sondern mu¨ssen den dynamischen Grundgleichungen mit den Vo-
lumenkra¨ften f und der Massendichte ρ folgen:
∂σx
∂x
+ ∂τxy
∂y
+ ∂τzx
∂z
+ fx = ρu¨
∂τxy
∂x
+ ∂σy
∂y
+ ∂τyz
∂z
+ fy = ρv¨
∂τzx
∂x
+ ∂τyz
∂y
+ ∂σz
∂z
+ fz = ρw¨
(3.10)
Um den Verzerrungs- und Spannungszustand eines Ko¨rpers bestimmen zu
ko¨nnen, wird neben diesen allgemein gu¨ltigen partiellen Differentialgleichun-
gen ein Materialgesetz beno¨tigt, welches die Verformung mit den Spannun-
gen verknu¨pft. In den meisten Fa¨llen, auch in der Kontaktmechanik, wird
das Hookesche Gesetz verwendet, welches linear–elastisches Materialverhal-
ten modelliert:
εx =
1
E
£
σx −
¡
E
2G
− 1¢ (σy + σz)¤ γxy = 1Gτxy
εy =
1
E
£
σy −
¡
E
2G
− 1¢ (σz + σx)¤ γyz = 1Gτyz
εz =
1
E
£
σz −
¡
E
2G
− 1¢ (σx + σy)¤ γzx = 1Gτzx
(3.11)
Dabei wird von homogenem, isotropem Material ausgegangen, dessen Elasti-
zita¨t alleine durch den Elastizita¨tsmodul E und den Schubmodul G beschrie-
ben wird; Materialda¨mpfung und Hystereseeffekte werden vernachla¨ssigt.
Die klassische Aufgabenstellung bei der Anwendung der Elastizita¨tstheo-
rie auf Kontaktprobleme ist die Bestimmung des Verzerrungs- und Span-
nungsfelds in einem elastischen Halbraum bei gegebenen Verschiebungen oder
Spannungen (Randbedingungen erster bzw. zweiter Art) an seiner Oberfla¨che
(Abbildung 3.7). Bei dreidimensionaler Betrachtung lassen sich mit Hilfe der
Cerutti–Potentialfunktion fu¨r nur wenige, sehr einfache Fa¨lle geschlossene
Lo¨sungen angeben, z. B. achsensymmetrische Probleme, Einzelkra¨fte, Hertz-
scher Kontakt und linearer Spannungsverlauf in polygonalem Gebiet [48].
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Abbildung 3.7: Druckverteilung auf elastischem Halbraum
3.3.2 Finite–Elemente–Methode
Die Methode der Finiten Elemente (FEM) ist ein weit verbreitetes Verfahren
zur numerischen Lo¨sung partieller Differentialgleichungen [49]. Eine klassi-
sche Anwendung ist die Spannungsanalyse von Bauteilen, bei der die erwa¨hn-
ten Gleichungen der Elastizita¨tstheorie fu¨r gegebene Belastungen bzw. Rand-
bedingungen ausgewertet werden.
Als grundlegende Idee der FEM wird das betrachtete Gebiet in einfa-
che Elemente wie z. B. Tetraeder oder Parallelepipede unterteilt, und die
resultierenden partiellen Differentialgleichungen wandelt man in a¨quivalen-
te Variationsgleichungen um. Fu¨r jedes Finite Element wird eine einfache
Ansatzfunktion definiert, die den Verlauf des gesuchten Felds — hier der Ver-
schiebungen u, v, w aus der Ruhelage — approximiert. Bei der Analyse des
gesamten Bereichs sind nur die Knotenpunkte der Elemente relevant; in ihnen
mu¨ssen die Ansatzfunktionen konform sein, d. h. im problemspezifisch erfor-
derlichen Maße stetig verlaufen, oder zumindest den sog. Patch–Test [50] be-
stehen. Setzt man die durch die Ansatzfunktionen approximierten Feldgro¨ßen
in die Variationsgleichungen ein, erha¨lt man fu¨r statische Probleme ein alge-
braisches Gleichungssystem, fu¨r dynamische ein Differentialgleichungssystem
fu¨r die Knotenvariablen bzw. deren Zeitverlauf. Dieses wird bestimmt und
damit numerisch lo¨sbar, wenn Rand- und ggf. Anfangsbedingungen vorgege-
ben werden.
Die FEM stellt zweifellos das ma¨chtigste Werkzeug zur Analyse von Kon-
taktvorga¨ngen dar. Dazu werden elastische FE–Modelle der kontaktierenden
Ko¨rper erstellt und bei Beru¨hrung die Randbedingungen vera¨ndert, sodass
das Prinzip der Impenetrabilita¨t (s. Abschnitt 3.1.1) sowie ggf. Tangential-
spannungen durch Reibung beru¨cksichtigt werden [50, 51]. So lassen sich na-
hezu beliebig geformte Oberfla¨chen darstellen, Spannungen und Wellenaus-
breitung innerhalb der Ko¨rper studieren und mit entsprechenden Material-
gesetzen und speziellen, nichtlinearen Algorithmen auch plastische Verfor-
mungen analysieren. Im Vergleich zur MKS–Simulation sind typischerweise
wesentlich gro¨ßere Gleichungssysteme zu lo¨sen, die allerdings eine einfache-
re Struktur aufweisen. Dennoch betragen die Rechenzeiten zur dynamischen
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Abbildung 3.8: FEM–Modell eines Kniegelenks [52]
Simulation dreidimensionaler Kontaktprobleme auf aktuellen Workstations
u¨blicherweise mehrere Stunden.
P. Eberhard befasst sich in seiner Habilitationsschrift [25] sehr ausfu¨hr-
lich mit der FEM–Analyse von Kontaktvorga¨ngen innerhalb von MKS–Si-
mulationen. Die Arbeit macht deutlich, dass solche hybriden Methoden und
Algorithmen extrem komplex und aufwa¨ndig sind: Neben tiefem Versta¨ndnis
fu¨r MKS und FEM mu¨ssen auch nichtlineare Strukturmechanik, Geometrie
und Numerik beherrscht werden. Daraus entsteht der nicht zu unterscha¨tzen-
de Nachteil, dass ein unerfahrener Anwender nicht mehr in der Lage sein
kann, unerwartete Ergebnisse zu interpretieren. Daru¨ber hinaus machen die
Angaben zur Rechenzeit fu¨r ein relativ einfaches 2D–Beispiel deutlich, dass
die FEM–Kontaktanalyse den u¨blichen Rahmen von MKS–Simulationen bei
Weitem sprengt.
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3.4 Oberfla¨chenmodelle
In diesem Abschnitt werden Verfahren beschrieben, die Beru¨hrungen durch
Modellierung der Vorga¨nge im Kontaktgebiet an den Oberfla¨chen der Ko¨rper
darstellen. Dabei geht man stets davon aus, dass das Ko¨rperinnere im Sinne
des Prinzips von St. Venant (s. Abschnitt 3.1.4) als unbeteiligt bzw. starr
betrachtet werden kann, und dynamische Effekte aufgrund von Beschleuni-
gungen bei der Verformung werden vernachla¨ssigt.
3.4.1 Halbraumapproximation
Die Halbraumapproximation [16, 17, 48, 53, 54] ist fu¨r anna¨hernd homoge-
ne, isotrope, linear–elastische Ko¨rper (deren Materialverhalten allein durch
zwei Stoffkonstanten, z. B. Schubmodul G und Querkontraktionszahl ν, be-
schrieben wird) anwendbar, wenn das Kontaktgebiet relativ klein gegenu¨ber
ihren charakteristischen Abmessungen ist. Dann la¨sst sich das elastische Feld
im Nahbereich der Beru¨hrfla¨che in guter Na¨herung durch einen elastischen
Halbraum ersetzen. Man geht vom (im Abschnitt 3.1.1 definierten) Abstands-
profil g(x, y) der unverformten Oberfla¨chen in einem Koordinatensystem aus,
dessen z–Achse normal zur angenommenen Beru¨hrebene verla¨uft. Im Wei-
teren wird ein Ersatzmodell betrachtet, in dem ein starrer Ko¨rper mit dem
Abstandsprofil als Oberfla¨che in einen linear–elastischen Halbraum (Abbil-
dung 3.9) mit kombinierten Stoffkonstanten eindringt [14]1:
G∗ =
1
1
G1
+ 1
G2
(3.12)
ν∗ =
µ
ν1
G1
+
ν2
G2
¶
G∗ (3.13)
Der Elastizita¨tsmodul la¨sst sich am einfachsten mit dem bekannten Zusam-
menhang E∗ = 2G∗ (1 + ν∗) ermitteln. Ferner dient die Gro¨ße
κ =
µ
1− 2ν1
G1
− 1− 2ν2
G2
¶
G∗
4
(3.14)
als Maß fu¨r die elastische Abweichung der Materialien (|κ| ≤ 1): Ist κ = 0,
nennt man die Paarung quasiidentisch, d. h. eine gegebene Spannungsvertei-
lung bewirkt dasselbe Tangentialverformungsfeld im Kontaktgebiet.
1In [16, 17] wird mit den doppelt so großen Werten G = 2G∗, ν = 2ν∗ gearbeitet
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Abbildung 3.9: U¨bergang von der Kontaktpaarung zur Halbraumapproxima-
tion
Gesucht werden die im Ersatzmodell auftretenden Verformungen und
Spannungen, um sie auf das Kontaktproblem zuru¨ckzuu¨bertragen. Als theo-
retische Grundlage dient die Deformation des Halbraums aufgrund einer an
der Oberfla¨che wirkenden Normalkraft P entsprechend der Elastizita¨tstheorie
(s. Abschnitt 3.3.1):
un (x, y) =
1− ν
2piG
P
r
(3.15)
Dabei steht r =
q
(x− xP )2 + (y − yP )2 fu¨r den Abstand zwischen dem
betrachteten Ort und dem Angriffspunkt (Abbildung 3.10). Ersetzt man P
durch das Produkt einer Normalspannung p mit einem Fla¨chenelement dA,
la¨sst sich un fu¨r eine beliebige Druckverteilung im Wirkgebiet S aufintegrie-
ren [14]:
un (x, y) =
1− ν
2piG
ZZ
S
p (xp, yp)
r
dxp dyp (3.16)
P
G , n
un
r
z
x
Abbildung 3.10: Deformation un eines elastischen Halbraums infolge einer
Normalkraft P
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Abbildung 3.11: Traktionselement als gleichseitiges Dreieck mit konstanter
bzw. linearer Spannungsverteilung
A¨hnlich wie bei der FEM wird das Gebiet zur numerischen Analyse ra¨um-
lich diskretisiert. Die dabei entstehenden Traktionselemente sind jedoch zwei-
dimensionale Gebilde, die an der Oberfla¨che der Halbebene liegen. Gebra¨uch-
lich sind Dreiecke oder Rechtecke, deren Schwer- oder Eckpunkte als Mat-
ching Points definiert werden.
Außerdem ist eine mathematische Darstellung zur Approximation des
Spannungsverlaufs in den Elementen festzulegen. Das gu¨nstigste Verha¨ltnis
zwischen Na¨herungsgu¨te und Aufwand weisen i. Allg. Elemente mit konstan-
ter Spannung auf (Abbildung 3.11 links), die zu einer stufenfo¨rmigen Ap-
proximation des gesamten Gebiets fu¨hren [16, 17]. Ein stetiger Spannungs-
verlauf kann durch Elemente mit linearer Verteilung erreicht werden [54].
Abbildung 3.11 rechts zeigt z. B., wie sich p bei einer aus gleichseitigen Drei-
ecken gebildeten Diskretisierung durch Superposition von pyramidenfo¨rmig
u¨ber den Eckpunkten angenommenen Druckverla¨ufen ergibt [53].
Damit sind die Voraussetzungen geschaffen, um mit Hilfe von (3.16) die
Verformung ui an einem Matching Point I aufgrund der Spannung pj an
einem weiteren Matching Point J in der Form
ui = cij · pj (3.17)
zu berechnen. Fu¨r die u¨blichen Traktionselemente lassen sich die Einflusskoef-
fizienten cij analytisch darstellen, die Ausdru¨cke sind jedoch recht unhandlich
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[16, 53, 54]. Wegen der Linearita¨t des Modells kann man die Verformungen
ui aufsummieren und erha¨lt in Matrixschreibweise:
u = C · p (3.18)
Der Vektor p entha¨lt die Spannungen und u die Verformungen in den Mat-
ching Points. C ist die Matrix der Einflusskoeffizienten cij, die allein von
Typ und Abmessungen der gewa¨hlten Traktionselemente abha¨ngt und somit
nur einmal berechnet werden muss (solange die Diskretisierung unvera¨ndert
bleibt).
Das Kontaktproblem wird fortan nur noch in den Matching Points be-
trachtet. (3.18) gibt die Einsinkungen fu¨r eine gegebene Normalspannungs-
verteilung an. Gesucht sind jedoch die Spannungen, die sich aufgrund der re-
lativen Lage zwischen dem Starrko¨rper und der Halbebene einstellen. Damit
geht die Ermittlung des Beru¨hrgebiets mit pj > 0 einher, wa¨hrend außerhalb
pj = 0 als Randbedingung gilt.
Eine Mo¨glichkeit zur Lo¨sung des Problems basiert auf Inversion der
Matrix C, sodass (3.18) die Spannungen fu¨r einen angenommenen Verfor-
mungszustand liefert [48, 53]. Als Startwert fu¨r u bietet sich die Eindring-
tiefe in die unverformte Halbebene an. Da das tatsa¨chliche Kontaktgebiet
i. d. R. kleiner ist (Abbildung 3.5), ergeben sich am Rand Zugspannungen.
In weiteren Iterationsschritten setzt man dort pj = 0, sodass die entsprechen-
den Matching Points außerhalb des Kontaktgebiets angenommen werden. Die
Lo¨sung ist gefunden, wenn sich ein konsistenter Zustand ohne Verletzung der
Impenetrabilita¨t oder Adha¨sionsfreiheit einstellt (s. Abschnitt 3.1). Dafu¨r
sind typischerweise zwei oder drei Iterationsschritte erforderlich. Bei sehr fei-
ner Diskretisierung wird C jedoch nahezu singula¨r und bei der Lo¨sung des
Gleichungssystems treten numerische Schwierigkeiten auf [48].
Eine elegantere Methode bedient sich der Variationsrechnung [16, 17,
48, 53, 54]: Unter Beru¨cksichtigung der Nebenbedingungen Impenetrabilita¨t
(3.1) und Adha¨sionsfreiheit (3.2) wird eine Spannungsverteilung p (x, y) be-
stimmt, die die Kontaktenthalpie
V =
1
2
ZZ
S
p (x, y) un (x, y) dA +
ZZ
S
p (x, y) d (x, y) dA (3.19)
minimiert. Hierbei steht der erste Summand fu¨r die innere Verformungsener-
gie des Halbraums und der zweite fu¨r die a¨ußere Energie, die zum Einpressen
des Ko¨rpers beno¨tigt wird (wobei d die Eindringtiefe in den unverformten
Halbraum darstellt). In diskretisierter Form erha¨lt man mit (3.17):
V = a
Ã
1
2
X
i,j
picijpjAi +
X
i
pidiAi
!
(3.20)
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Der Faktor a entspricht dem Verha¨ltnis aus Volumen und Grundfla¨che der
gewa¨hlten Traktionselemente. Durch (3.20) lassen sich Druckverteilung und
Kontaktgebiet mit einem Standardverfahren zur Quadratischen Optimierung
direkt und eindeutig berechnen.
Die Halbraumapproximation ist grundsa¨tzlich auch fu¨r Kontaktanalysen
mit Beru¨cksichtigung Coulombscher Reibung geeignet [17, 48]. Dabei sind
zusa¨tzlich Traktionselemente in tangentialer Richtung zu definieren, und ana-
log zur Ermittlung des Kontaktgebiets mu¨ssen anhand von (3.5), (3.6) Haft-
/Gleitzusta¨nde und ggf. Gleitrichtungen bestimmt werden (s. Abschnitt 3.2).
Sind die elastischen Eigenschaften der kontaktierenden Ko¨rper nicht quasi-
identisch (κ 6= 0 nach (3.14)), erho¨ht sich die Komplexita¨t des Problems
weiter durch Kopplung der Normal- und Tangentialspannungen. Zur nume-
rischen Lo¨sung sind nur noch iterative Algorithmen praktikabel, die auf der
Variationsrechnung basieren [17].
Abgesehen von hochspezialisierten Modulen fu¨r den Radkontakt von
Schienenfahrzeugen [17] sind dem Autor keine Implementierungen des Halb-
raummodells in MKS–Programmen bekannt. Die Methode erscheint jedoch
aufgrund ihrer recht hohen Allgemeinheit bei moderater Komplexita¨t inter-
essant fu¨r dieses Umfeld. Als Schwachpunkt ist die nicht na¨her spezifizier-
te Wahl der Beru¨hrebene zu nennen, durch die implizit die Richtung der
Kontaktkraft festgelegt wird.
3.4.2 Randschichtmodell
A¨hnlich wie bei der Halbraumapproximation wird beim Randschichtmodell
[17, 53] mit einem Ersatzmodell gearbeitet, bei dem ein starrer Ko¨rper mit
dem aufsummierten Profil der Kontaktpaarung in eine elastische Ebene ein-
dringt. Man geht jedoch nicht von einem elastischen, sondern ebenfalls star-
ren Halbraum aus, der mit einer du¨nnen, linear–elastischen Randschicht
u¨berzogen ist. Eine erhebliche Vereinfachung ergibt sich durch Vernachla¨ssi-
gung der Scherspannungen: Anstelle einer Einflussfunktion (3.16), bei der
die Verformung durch Integration u¨ber das gesamte Beru¨hrgebiet ermittelt
werden muss, besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Einsinkung und
Druckspannung am selben Ort:
un (x, y) =
b
K
· p (x, y) (3.21)
Dabei steht b fu¨r die Dicke und
K =
1− ν
(1 + ν) (1− 2ν) · E (3.22)
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Abbildung 3.12: Vergleich von Halbraumapproximation und Randschicht-
modell
fu¨r den elastischen Modul der Randschicht, die man sich vorstellen kann wie
eine Matratze, deren Federn unabha¨ngig voneinander wirken. Abbildung 3.12
veranschaulicht den wesentlichen Unterschied zur Halbraumapproximation.
Mit (3.21) la¨sst sich auch unmittelbar die Spannung aufgrund der Ver-
formung, welche hier mit der Eindringtiefe des unverformten Profils u¨berein-
stimmt, berechnen. Es muss jedoch beachtet werden, dass das Modell nur
fu¨r Kontaktpaarungen mit ν < 0, 45 sinnvolle Ergebnisse liefert [17]. Wei-
ter resultiert die fehlende Absenkung des Kontaktbereichs (Abbildung 3.12)
in einer fehlerhaften Versteifung, die sich bei bekanntem Profil durch einen
Korrekturfaktor fu¨r K vermeiden la¨sst [53]; beispielsweise liefert ein Vergleich
mit dem Hertzschen Kontakt in [17] in etwa die doppelte Gesamtsteifigkeit.
Das Randschichtmodell ist vo¨llig analog auch in tangentialer Richtung
anwendbar, sofern eine quasiidentische Materialpaarung (κ = 0 nach (3.14))
vorliegt [17]. Durch entsprechende Anpassung von (3.21) kann man außerdem
in einfacher Weise andere rheologische Modelle zugrunde legen, um etwa
viskoelastisches oder plastisches Materialverhalten darzustellen. Wie bei der
Halbraumapproximation ist aber auch hier unklar, wie die Beru¨hrebene fu¨r
beliebige Oberfla¨chengeometrien zu definieren ist. Daru¨ber hinaus muss der
Faktor b/K durch Versuche oder Abscha¨tzung bestimmt werden, sofern nicht
tatsa¨chlich eine du¨nne elastische Randschicht vorliegt.
In [26] wird ein heuristisch motivierter Algorithmus fu¨r die MKS–Simu-
lation vorgestellt, welcher die Kontaktanalyse in Anlehnung an das Rand-
schichtmodell implementiert. Hier wird das Schnittvolumen V der unver-
formten Ko¨rperoberfla¨chen, die durch Polygonfla¨chen beschrieben werden,
zur Ermittlung der Kontaktnormalkraft herangezogen:
Fn = cV V + dV V˙ (3.23)
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Abbildung 3.13: Beim Kontaktmodell nach [21, 22] werden aufwa¨ndige Kraft-
elemente zwischen eingedrungene Ecken (Ko¨rper 1) und mittels Eigendyna-
mik bestimmte Punkte (Ko¨rper 2) geschaltet
Mit V =
RR
S
undA und cV = K/b la¨sst sich der elastische Anteil als Rand-
schichtmodell nach (3.21) interpretieren, und der Term dV V˙ sorgt analog fu¨r
viskose Da¨mpfung. Als Angriffspunkt fu¨r den Kraftvektor dient der Schwer-
punkt des Schnittvolumens; seine Richtung wird allerdings ohne Beru¨cksich-
tigung physikalischer Zusammenha¨nge durch die relative Orientierung der
konvexen Hu¨llen der Oberfla¨chen bestimmt.
Auch das in [21, 22] beschriebene Verfahren basiert auf der Idee starrer
Ko¨rper mit viskoelastischer Randschicht und geht von Ko¨rpern in Form kon-
vexer Polyeder aus. Es werden die Kombinationen Ecke–Kante und Kante–
Kante zwischen den Schnittgebieten der unverformten Polygonfla¨chen be-
trachtet. Wenn eine neue Paarung dieser Typen auftritt, erzeugt der Algo-
rithmus ein Kraftelement (s. Abschnitt 3.5.1), in dem Normalkra¨fte durch
in Reihe geschaltete lineare Feder–Da¨mpfer und Tangentialkra¨fte durch ei-
ne Reihenschaltung von Elementen, die Feder–Da¨mpfer, Coulombsche Rei-
bung und wiederum Feder–Da¨mpfer repra¨sentieren, dargestellt werden (Ab-
bildung 3.13). Da fu¨r diese Kontaktkraftelemente mit Eigendynamik bis
zu vier Zustandgro¨ßen (zur Beschreibung der La¨ngen der Feder–Da¨mpfer)
beno¨tigt werden, erha¨lt man ein strukturvariantes MKS, zu dessen Lo¨sung
ein Integrationsverfahren mit zustandsabha¨ngigen Schaltfunktionen erforder-
lich ist (s. Abschnitt 2.3). Dieser Aufwand des ansonsten interessanten An-
satzes erscheint in Anbetracht des fehlenden quantitativen Zusammenhangs
zu (3.21) unverha¨ltnisma¨ßig groß.
Eine vereinfachte und somit ausgewogenere Variante, die auch konkav ge-
formte Ko¨rperoberfla¨chen verarbeiten kann, wird in [23, 24] vorgestellt. Hier
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wird das viskoelastische Materialverhalten der Kontaktpaarung durch ein
nichtlineares Feder–Da¨mpfer–Element in Normalenrichtung und das durch
Reihenschaltung von Feder–Da¨mpfer und Coulombscher Reibung gebildete
Bu¨rstenmodell (s. Abschnitt 3.5.1) in Tangentialrichtung beschrieben.
Die zuvor genannten Kontaktalgorithmen sind dem in Kapitel 4 ent-
wickelten Verfahren a¨hnlich. Daru¨ber hinaus wird das Randschichtmodell
sehr erfolgreich zur Beschreibung des Radkontakts von Schienenfahrzeugen
angewendet [17].
3.5 Eindimensionale Modelle
Wa¨hrend im Abschnitt 3.3 Kontaktmodelle behandelt wurden, bei denen die
beteiligten Ko¨rper in ihrer Gesamtheit beschrieben werden, beschra¨nken sich
die Verfahren aus Abschnitt 3.4 auf Betrachtung ihrer Oberfla¨chen. Im Fol-
genden werden Methoden vorgestellt, die noch weiter vereinfachen, indem
sie den Kontakt anhand eindimensionaler physikalischer Gesetzma¨ßigkeiten
darstellen. Voraussetzung fu¨r ihre Anwendung ist ein repra¨sentativer An-
griffspunkt mit zugeho¨riger Wirkrichtung. Im Abschnitt 3.5.3 wird auf dieses
Problem der Kontaktkinematik eingegangen.
3.5.1 Kraftelemente
Zur Analyse von Kontaktvorga¨ngen in MKS kommen meist Component–
Kraftelemente (s. Abschnitt 2.1) zum Einsatz, deren richtungsbestimmendes
Koppelsystem Mi an der Oberfla¨che eines der beiden Ko¨rper liegt und so
orientiert ist, dass eine bestimmte Achse in Normalenrichtung verla¨uft. Der
zweite Koppelpunkt Mj befindet sich auf der Oberfla¨che des anderen Ko¨rpers
und auf der Normale von Mi (Abbildung 3.14).
Die Kontaktnormalkraft wird anhand des Abstands a und der Relativ-
geschwindigkeit a˙ der beiden Koppelpunkte entlang der Normalenrichtung
bestimmt:
Fn = f (a, a˙) (3.24)
Dieses Kraftgesetz gestaltet sich besonders einfach, wenn die Normalkraft als
einseitige Parallelschaltung einer linearen Feder und eines linearen Da¨mpfers
modelliert wird:
Fn =
½
0 : a ≥ 0
ca + da˙ : a < 0
(3.25)
Eine bessere Approximation kann man mit nichtlinearen Kennlinien oder
-feldern erreichen. Sind etwa die Hauptkru¨mmungen der Oberfla¨chen an den
Koppelpunkten bekannt, kann der elastische Anteil anhand der Formeln zur
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Abbildung 3.14: Anordnung eines Kontakt–Kraftelements; auf den oberen
Ko¨rper wirken die Kra¨fte am selben Ort in entgegengesetzter Richtung
Hertzschen Pressung bestimmt werden [19]. Der da¨mpfende Anteil wird oft
so modifiziert, dass beim Durchlaufen von a = 0 kein Kraftsprung und beim
Ausfedern keine Zugkraft auftreten kann [18, 19, 55, 56].
Auch Reibungskra¨fte lassen sich anhand eines wie in Abbildung 3.14 an-
geordneten Kraftelements darstellen. Als zustandsabha¨ngige Eingangsgro¨ßen
dienen dabei der tangentiale Anteil der Relativgeschwindigkeit vt und die mit
(3.23) ermittelte Normalkraft Fn:
Ft = f (vt, Fn) (3.26)
Der Reibungskraftvektor mit dem Betrag Ft wird so in die beiden Ko¨rper
eingepra¨gt, dass er der tangentialen Relativbewegung entgegenwirkt.
Eine ideale Umsetzung Coulombscher Reibung (3.1) ist mit Kraftelemen-
ten prinzipiell nicht mo¨glich, weil der Haftzustand nur durch Zwangskra¨fte,
wie sie in Gelenken vorkommen, darstellbar ist. Fu¨r (3.26) gibt es daher
Ansa¨tze verschiedener Komplexita¨t, die die Charakteristik aus Abbildung 3.4
na¨herungsweise abbilden. Abbildung 3.15 zeigt beispielsweise Approxima-
tionen anhand einer skalierten Arcustangensfunktion, einer hyperbolischen
Tangensfunktion [19] sowie mit linearer [18] bzw. quadratischer Interpolation
unterhalb einer kleinen Gleitgeschwindigkeit vε. Hierbei werden die Zwangs-
kra¨fte im Haftbereich durch Da¨mpfung ersetzt, welche von der entsprechen-
den Gleitreibkraft µFn und der Grenzgeschwindigkeit vε bestimmt wird.
Ein aufwa¨ndigeres Verfahren implementieren Reibkraftelemente mit
Strukturumschaltung [18, 24]: Nach Unterschreitung der Grenzgeschwindig-
keit vε wirkt hier ein Point–to–Point–artiges Feder–Da¨mpfer–Element zwi-
schen den Koppelmarkern. Wenn die Haftkraftreserve µ0Fn u¨berschritten
wird, wird wieder in den Gleitzustand zuru¨ckgeschaltet. Dieses Kraftgesetz
wird als Bu¨rstenmodell mit Mikroschlupf bezeichnet und eignet sich auch zur
Darstellung von dauerhaften Haftzusta¨nden und Stick–Slip–Effekten.
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Abbildung 3.15: Funktionen zur Approximation Coulombscher Reibung, Ska-
lierung mit gleicher Steigung bei vt = 0
Die Kontaktmodellierung mit Kraftelementen bleibt qualitativ natu¨rlich
deutlich hinter Oberfla¨chen- oder gar Festko¨rpermodellen zuru¨ck. In vielen
Fa¨llen gestalten sich die Reduktion der Beru¨hrfla¨che auf einen Punkt und die
Bestimmung der Kraftgesetzparameter problematisch. Dennoch kann sie fu¨r
spezielle Anwendungen (z. B. Hertzscher Kontakt mit reiner Gleitreibung)
optimale Ergebnisse bei minimalem Aufwand liefern. Die starke Vereinfa-
chung erleichtert zudem erheblich die Interpretation von Simulationsergeb-
nissen.
3.5.2 Starrko¨rperkontakt
Bei der am weitesten abstrahierenden Darstellung von Kontaktvorga¨ngen
wird von vo¨llig starren Ko¨rpern ausgegangen. d. h. es gibt keine Verformun-
gen der Oberfla¨chen [11, 12, 25, 55]. Daraus folgen mengenwertige Kraftge-
setze, die durch
”
eckige“ Kennlinien (Abbildung 3.16) charakterisiert sind:
In Normalenrichtung stellt sich bei Kontakt (a = 0) eine Zwangskraft ein,
die das Eindringen der Ko¨rperoberfla¨chen verhindert. Im Sinne der MKS–
Sprechweise liegt ein einseitiges Gelenk vor.
Beim Starrko¨rperkontakt wird auch in tangentialer Richtung mit kinema-
tischen Bindungen gearbeitet. Damit la¨sst sich das Coulombsche Reibgesetz
(Abbildung 3.4) direkt umsetzen: Fu¨r vt = 0 wirkt eine Zwangskraft, die
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Abbildung 3.16: Kennlinien fu¨r Starrko¨rperkontakt (voll) und Kontaktkraft-
elemente (unterbrochen)
Gleitbewegungen verhindert, solange die Haftkraftreserve µ0Fn nicht u¨ber-
schritten wird, sonst greift eine eingepra¨gte Kraft µFn entgegen der Gleit-
bewegung an. Weil die Bindung im Haftzustand auf Geschwindigkeitsebene
wirksam ist, liegt dann ein nichtholonomes Gelenk vor (s. Abschnitt 2.2).
Finden bei einer Simulation im Zeitbereich U¨berga¨nge zwischen Kontakt
und Separation bzw. Haften und Gleiten statt, a¨ndert sich die Anzahl der
Bindungen. Damit wird das MKS und die zugeho¨rigen Bewegungsgleichungen
strukturvariant, was bei der Implementierung zu einem deutlich erho¨hten
Verwaltungsaufwand fu¨hrt. Außerdem muss das Integrationsverfahren mit
zustandsabha¨ngigen Schaltfunktionen umgehen ko¨nnen (s. Abschnitt 2.3).
Eine besondere Behandlung erfordern Kollisionen, d. h. Zustandsa¨nderun-
gen von Separation zu Kontakt. Da die Ko¨rper sich nicht elastisch verhalten
und bei Anna¨herung Kontaktkra¨fte aufbauen ko¨nnen, muss die Kontakt-
dynamik im Augenblick der Kollision als Stoß ohne zeitliche Ausdehnung
beschrieben werden. Zur Modellierung greift man auf eine Stoßhypothese
zuru¨ck; beispielsweise gibt das Poissonsche Stoßgesetz das Verha¨ltnis der
Normalimpulse der Kompressions- und Expansionsphase der Kollision an
[55]:
ΛExp
ΛKom
= ε (3.27)
Das elastische Verhalten und die Da¨mpfung der Kontaktpaarung wird also
allein durch den Stoßkoeffizienten ε beschrieben.
Durch die Zusammenfassung der Kollision in unendlich kurze Zeit gehen
die Kontaktkra¨fte in Kraftimpulse u¨ber, welche sprunghafte A¨nderungen in
den Geschwindigkeiten der zusammenprallenden Ko¨rper bewirken. Die nume-
rische Integration der Bewegungsgleichungen muss daher unterbrochen und
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nach Anwendung des Stoßgesetzes mit entsprechend vera¨ndertem System-
zustand auf Geschwindigkeitsebene fortgesetzt werden.
Treten im MKS mehrere Starrko¨rperkontakte auf, muss außerdem nach
jedem Strukturwechsel eine konsistente Kombination der Kontaktzusta¨nde
bestimmt werden, denn ein Impuls kann z. B. zum Abheben oder Losreißen
aus dem Haftzustand eines anderen Kontakts fu¨hren. Diese Aufgabe kann im
zweidimensionalen Fall als lineares Komplementarita¨tsproblem (LCP) formu-
liert und mit Standardalgorithmen gelo¨st werden [11].
Obwohl Starrko¨rperkontakt die am sta¨rksten vereinfachende Modellie-
rung von Kontaktvorga¨ngen darstellt, ist seine numerische Implementierung
wesentlich komplexer als etwa die Verwendung von Kraftelementen. Fu¨r
die U¨berga¨nge zwischen den Kontaktzusta¨nden mu¨ssen bei der Integration
Schaltfunktionen beru¨cksichtigt werden, die strukturvarianten Bewegungs-
gleichungen ziehen einen deutlich erho¨hten Verwaltungsaufwand nach sich
und zur Bestimmung konsistenter Kontaktzusta¨nde wird ein LCP–Lo¨ser be-
no¨tigt. Daru¨ber hinaus ko¨nnen sich selbst bei zweidimensionaler Betrachtung
einfacher Systeme singula¨re Zusta¨nde einstellen [11, 55], und zur allgemei-
nen Behandlung ra¨umlicher Probleme mit Reibung fehlt bisher das theo-
retische Fundament. In vielen Anwendungen verbietet sich die Anwendung
des Starrko¨rperkontakts auch grundsa¨tzlich, weil die Anna¨herung der Ko¨rper
einen wesentlichen Einfluss auf die Systemdynamik hat. So bewegt sich z. B.
die elastische Einfederung in einem hoch belasteten Wa¨lzlager in derselben
Gro¨ßenordnung wie das Lagerspiel. Als wesentlicher Vorteil gegenu¨ber den
nachgiebigen Modellen ist allerdings zu nennen, dass keine hohen Steifig-
keiten auftreten, die die Effizienz der numerischen Zeitintegration erheblich
beeintra¨chtigen (s. Abschnitt 2.3).
3.5.3 Kontaktkinematik
Um eindimensionale Kontaktmodelle u¨berhaupt anwenden zu ko¨nnen, muss
man auf den beru¨hrenden Ko¨rpern Kontaktpunkte und eine zugeho¨rige Nor-
malenrichtung bzw. Tangentialebene vorgeben. Diese geometrischen Annah-
men haben erheblichen Einfluss auf die Systemdynamik, weil sie sowohl die
Grundlage zur Bestimmung der kinematischen Eingangsgro¨ßen fu¨r das Kraft-
oder Stoßgesetz darstellen, als auch Angriffspunkt und Wirkrichtung der
Kontaktkra¨fte festlegen.
Zahlreiche Arbeiten und Algorithmen basieren auf der Ermittlung ex-
tremaler Kontaktpunkte gema¨ß Abbildung 3.17: Auf den Ko¨rperoberfla¨chen
wird jeweils derjenige Punkt bestimmt, der den minimalen Abstand (bei Se-
paration) bzw. die maximale senkrechte Eindringtiefe (bei U¨berschneidung)
ergibt. Im Grenzfall (Abstand a = 0) entsprechen beide Punkte dem Beru¨hr-
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Abbildung 3.17: Lage extremaler Kontaktpunkte bei Separation, Beru¨hrung
und U¨berschneidung
punkt, und die Normalenrichtung verla¨uft senkrecht zur Beru¨hrebene. Da die
extremalen Punkte auch zwischen separierten Ko¨rpern definiert sind, werden
sie mitunter als potentielle Kontaktpunkte bezeichnet; ihr Abstand a wird
meist mit negativem Vorzeichen versehen, wenn sich die Oberfla¨chen u¨ber-
schneiden.
Haben die Oberfla¨chen primitive Geometrien wie z. B. Ebenen, Kugel-,
Zylinder- oder Kegelfla¨chen, lassen sich die Positionen der extremalen Kon-
taktpunkte durch einfache geometrische U¨berlegungen direkt analytisch be-
rechnen [19]. Ansonsten greift man auf parametrisch dargestellte Fla¨chen
zuru¨ck, bei denen die Lage des Kontaktpunkts durch eine Abbildung x =
f(u, v) vom zweidimensionalen Parameterraum (u, v) in den euklidschen,
ko¨rperfesten Bildraum beschrieben wird [55, 57]. In der Regel werden stetig
differenzierbare Fla¨chen vorausgesetzt, sodass zu jedem Punkt ein begleiten-
des Dreibein (n, s, t) existiert, das die zugeho¨rige Normale und Tangential-
ebene definiert (Abbildung 3.18). Dann genu¨gen extremale Punkte folgenden
Bedingungen:
rP1P2 · s1 = 0
rP1P2 · t1 = 0
n2 · s1 = 0
n2 · t1 = 0
(3.28)
Die gleichen Beziehungen gelten fu¨r vertauschte Indizes 1 und 2. Um die
vier Fla¨chenparameter der extremalen Punkte fu¨r gegebene Relativlage und
-orientierung der Ko¨rper zu bestimmen, sind die Gleichungen (3.28) jedoch
ausreichend. Zur numerischen Lo¨sung kann ein Algorithmus fu¨r nichtlinea-
re Gleichungssysteme verwendet werden. Als effizientere Alternative bietet
sich die Beru¨cksichtigung der Gleichungen (3.28) als algebraische Neben-
bedingungen eines DAE–Integrationsverfahrens an [3, 20, 58].
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Abbildung 3.18: Kinematik extremaler Kontaktpunkte
Dieses Verfahren wurde bereits fu¨r viele Fla¨chentypen implementiert. In
[18] findet man Spline–interpolierte und -approximierte sowie ganzrationa-
le Fla¨chen in kartesischen und Zylinderkoordinaten, rotierte Spline–Kurven
und benutzerdefinierte Parametrierung. Recht aufwa¨ndig erweist sich die
Verwendung von NURBS–Fla¨chen [20, 59], die ha¨ufig zur Beschreibung von
Freiformfla¨chen in CAD–Programmen benutzt werden. In [60] werden neben
parametrischen auch implizite und Polygonfla¨chen behandelt.
Bei der Ermittlung der Relativgeschwindigkeit ist zu beachten, dass die
Bewegung der Kontaktpunkte auf ihrem Ko¨rper rein zur Beobachtung dient,
aber keine physikalische Bedeutung hat: Zu jedem Zeitpunkt markieren sie
einen Ort auf der Oberfla¨che, der starr mit dem Ko¨rper gefu¨hrt wird [12]. Des-
halb darf bei der Berechnung ihrer Geschwindigkeit (maßgeblich fu¨r Da¨mp-
fungs-, Reibungs- und Stoßgesetze) nur ihre Starrko¨rpergeschwindigkeit,
nicht aber ihre lokale Geschwindigkeit beru¨cksichtig werden:
vP = vR + ωR×rRP + vRP|{z}
=0
(3.29)
In der Praxis erweist sich die Bestimmung der extremalen Kontaktpunkte
als sehr effizient, mitunter aber als schlechte Approximation und wenig ro-
bust oder gar nicht anwendbar. Die folgenden Schwierigkeiten waren eine
wesentliche Motivation fu¨r die vorliegende Arbeit.
Liegt eine stark unsymmetrische Spannungsverteilung vor, kann der tat-
sa¨chliche Angriffspunkt der resultierenden Kontaktkraft deutlich vom extre-
malen Kontaktpunkt abweichen (Abbildung 3.19).
Erhebliche Probleme ko¨nnen auftreten, wenn die Oberfla¨chen nicht streng
konvex geformt sind, denn dann lassen sich die Gleichungen (3.28) nicht im-
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Abbildung 3.19: Bei unsymmetrischer Spannungsverteilung kann die resul-
tierende Kraft erheblich von den extremalen Kontaktpunkten abweichen
mer eindeutig lo¨sen [10, 61]. Abbildung 3.20 veranschaulicht solche Situa-
tionen als Mehrpunktkontakt bzw. Kontaktpunktsprung und Schmiegung.
Selbst bei konvexen Oberfla¨chen sind singula¨re Zusta¨nde nicht auszuschlie-
ßen, wenn relativ große U¨berschneidungen vorkommen [11]. Treten solche
Abbildung 3.20: Bei konkaven Oberfla¨chen sind extremale Kontaktpunkte
i. Allg. nicht eindeutig definiert: Mehrpunktkontakt (oben) und Schmiegung
(unten) ko¨nnen sowohl mit (links) als auch ohne (rechts) Kontakt auftreten
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Konfigurationen wa¨hrend der Simulation auf, kann die Lage der extrema-
len Kontaktpunkte nicht berechnet werden. Die Zeitintegration bricht dann
scheinbar grundlos ab, selbst wenn sa¨mtliche Kontakte des MKS separiert
sind.
Außerdem erfordert die numerische Lo¨sung von (3.28) mit dem Newton-
verfahren stetig differenzierbare Fla¨chen bis zur zweiten Ordnung, was die
Modellierung komplexer Oberfla¨chen mit großen Kru¨mmungsgradienten er-
heblich erschwert — insbesondere, weil selbst kleinste Oszillationen der Ap-
proximation lokal zu konkaven Abschnitten fu¨hren ko¨nnen.
3.6 Gegenu¨berstellung und Bewertung
In den vorangegangenen Abschnitten wurden verschiedene Kontaktmodelle
vorgestellt. Tabelle 3.1 stellt sie hinsichtlich ihrer Eignung fu¨r die MKS–
Simulation gegenu¨ber. Das Bewertungskriterium Qualita¨t gibt an, wie nahe
ein Modell den physikalischen Pha¨nomenen realer Kontaktvorga¨nge kommt.
Die Effizienz steht fu¨r den Aufwand der numerischen Lo¨sung und steht in
engem Zusammenhang mit der Komplexita¨t, die aber auch Interpretierbar-
keit der Ergebnisse sowie Implementierungsaufwand und Wartbarkeit eines
Programmcodes entscheidend beeinflusst. Mit der Robustheit wird die nu-
merische Stabilita¨t, aber auch die Empfindlichkeit gegenu¨ber kritischen Pa-
rametern oder sonstigen Daten beurteilt. Und Flexibilita¨t meint die Breite
des Anwendungsbereichs eines Modells.
Die Elastizita¨tstheorie stellt die Grundlage aller anderen Modelle mit
Ausnahme des Starrko¨rperkontakts dar. Analytische Methoden erlauben fu¨r
wenige, sehr spezielle Probleme die Bestimmung der Verformungs- und Span-
nungsfelder in als linear–elastisch angenommenen, kontaktierenden Ko¨rpern
in geschlossener Form. Solche Beziehungen werden in der entsprechenden
Spalte aus Tabelle 3.1 bewertet. Dieser Ansatz la¨sst sich aufgrund der man-
gelnden Flexibilita¨t jedoch nicht als allgemeines Kontaktmodell in der MKS–
Simulation anwenden.
Auch die Finite–Elemente–Methode erscheint in dieser Hinsicht nicht sehr
interessant. Zwar kann sie beinahe beliebige Kontaktprobleme in bestmo¨gli-
cher Qualita¨t darstellen; doch der dafu¨r erforderliche immense Rechenauf-
wand, insbesondere bei dynamischen Simulationen von Modellen mit zahl-
reichen Kontakten, stellt ein Ausschlusskriterium fu¨r die Anwendung in der
MKS–Welt dar. Daru¨ber hinaus erscheint die hohe Komplexita¨t eines hybri-
den MKS-/FEM–Algorithmus nachteilig.
Die beiden Oberfla¨chenmodelle ergeben ein recht ausgewogenes Bild.
Gegenu¨ber der in MKS–Programmen u¨blichen eindimensionalen Modellie-
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Elasti- Halbraum- Rand- Starr-
Bewertung zita¨ts- FEM approxi- schicht-
Kraft-
ko¨rper-
theorie mation modell
elemente
kontakt
Qualita¨t ++ ++ + ◦ − −
Effizienz ++ −− − ◦ ++ ++
Komplexita¨t ◦ −− ◦ + ++ ◦
Robustheit ++ ◦ ◦ + − −−
Flexibilita¨t −− ++ + + − −
Tabelle 3.1: Bewertung der Kontaktmodelle hinsichtlich Implementierung in
MKS–Programme
rung liegt ihr wesentlicher Vorteil in ihrer
”
fla¨chigen“ Wirkungsweise, durch
die auch unsymmetrische Spannungsverteilungen, Mehrpunktkontakt und
Schmiegung korrekt behandelt werden. Wa¨hrend die Halbraumapproxima-
tion ausgesprochen hohe Modellqualita¨t bei eindeutiger Parametrierung bie-
tet, sprechen Effizienz, Komplexita¨t und Robustheit fu¨r das Randschicht-
modell.
Fu¨r bestimmte Anwendungen stellen eindimensionale Modelle die opti-
male Kontaktmodellierung dar. Die Verwendung von Kraftelementen ist im
MKS–Bereich Standard und sehr weit entwickelt. Der Starrko¨rperkontakt
weist ein vergleichsweise schlechtes Verha¨ltnis zwischen Aufwand und Qua-
lita¨t auf: Die Annahme starrer Ko¨rper und Stoßhypothesen sind oft unzula¨ssi-
ge Vereinfachungen und gehen mit erheblichen Schwierigkeiten durch ein
strukturvariantes System und die Herstellung konsistenter Kontaktzusta¨nde
einher. Beide Methoden werfen außerdem mitunter erhebliche Probleme bei
der Ermittlung der Kontaktpunkte und -normalenrichtung auf.
Kapitel 4
Polygonfla¨chen–Kontaktmodell
In diesem Kapitel wird eine neuartige Methode zur Beschreibung von Kon-
taktvorga¨ngen in Mehrko¨rpersystemen vorgestellt. Als Motivation dienen die
zuvor erla¨uterten typischen Schwa¨chen bekannter Verfahren:
Spezialisierung Aus der Literatur und aus Implementierungen sind zahl-
reiche Kontaktmodelle und -algorithmen bekannt, die jeweils fu¨r eine
spezielle Anwendung maßgeschneidert sind. Das neue Verfahren soll
hingegen mo¨glichst universell einsetzbar sein, sodass es ein mo¨glichst
breites Spektrum von Kontaktproblemen lo¨sen kann und sich als Modul
in beliebigen MKS–Programmen verwenden la¨sst.
Effizienz Ein entscheidender Vorteil der MKS–Simulation ist ihr vergleichs-
weise niedriger Rechenaufwand. Hingegen erfordert die numerische
Auswertung von Kontakten etwa mittels der Finite–Elemente–Methode
um Gro¨ßenordnungen ho¨here Rechenzeiten. Das neue Verfahren soll
einen fu¨r die Mehrko¨rperdynamik typischen Aufwand haben.
Robustheit Mangelnde Stabilita¨t der Berechnungsalgorithmen ist ein ha¨ufi-
ges Problem bei der numerischen Lo¨sung von Kontaktproblemen. Das
neue Verfahren soll sich in dieser Hinsicht robust verhalten, sodass bei
der Simulation Effizienzprobleme und Programmabbru¨che vermieden
werden.
Modellgu¨te Insbesondere in kommerziellen MKS–Programmen werden
meist lediglich die stark vereinfachenden eindimensionalen Kontakt-
modelle bereitgestellt, die die physikalischen Vorga¨nge ha¨ufig nur un-
zureichend abbilden ko¨nnen. Das neue Verfahren soll die Kontakt-
mechanik in besserer Qualita¨t darstellen.
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Abbildung 4.1: Pkw–Karosserie als aus Dreiecken zusammengesetzte Poly-
gonfla¨che
In der Praxis wird ha¨ufig eine einfache und flexible Modellierung der
fu¨r die Kontaktanalyse maßgeblichen Ko¨rperoberfla¨chen gefordert. Das neue
Polygonfla¨chen–Kontaktmodell (Polygonal Contact Model, PCM)1 basiert
daher auf Dreiecksfla¨chen (Abbildung 4.1), die die einfachste Darstellung
von Freiformfla¨chen repra¨sentieren.
Praktisch jede Software zur Verarbeitung ra¨umlicher Fla¨chen, insbesonde-
re auch CAD–Programme, verfu¨gt u¨ber eine Option zum Export als Polygon-
fla¨che. Daru¨ber hinaus gibt es zahlreiche umfangreiche Bibliotheken von 3D–
Modellen, die als Polygonfla¨chen oder in einem leicht konvertierbaren Format
vorliegen. Da zur Darstellung dreidimensionaler Grafik auch rechnerintern
mit Dreiecksfla¨chen gearbeitet wird, existieren außerdem zahllose Vero¨ffent-
lichungen und Algorithmen fu¨r diesen Fla¨chentyp. Fla¨chen, die sich aus ebe-
nen Polygonen mit mehr als drei Ecken zusammen setzen, kann man sehr
einfach durch Einfu¨gen zusa¨tzlicher Kanten in Dreiecksfla¨chen umwandeln.
Im Idealfall ermo¨glicht es das PCM also, ein CAD–Modell eines Bauteils
oder eine 3D–Fla¨che aus einer Bibliothek im Internet als Ko¨rperoberfla¨che
1Zur Vereinfachung steht die Bezeichnung PCM sowohl fu¨r die physikalische Model-
lierung als auch die Algorithmen und die Implementierung des im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten Verfahrens
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in der MKS–Simulation zu verwenden. Die im Abschnitt 4.2 beschriebenen
Methoden zur Konstruktion der Schnittvolumina erfordern allerdings orien-
tierbare, lu¨ckenlose Fla¨chen, wie man sie in der Praxis nicht immer vorfin-
det. Auch sind nicht vollsta¨ndig geschlossene Fla¨chen (wie z. B. in Abbil-
dung 4.1) prinzipiell problematisch, wenn Kontakt an den Randlinien auf-
tritt. Zur Beseitigung solcher Ma¨ngel sowie fu¨r viele weitere Manipulationen
wie etwa Kombination, Umformung oder Vergro¨berung stehen leistungsfa¨hi-
ge Programme (z. B. [62]) zur Verfu¨gung.
Das PCM soll u¨ber die bei MKS–Programmen ha¨ufig anzutreffenden ein-
dimensionalen Kontaktmodelle hinaus gehen, um eine ho¨here Modellgu¨te zu
bieten. Aus der bewertenden Gegenu¨berstellung der Kontaktmodelle in Ab-
schnitt 3.6 ging das Randschichtmodell als leistungsfa¨higere Alternative mit
angemessenem Aufwand hervor. Deshalb wurde es als kontaktmechanische
Grundlage fu¨r das PCM gewa¨hlt.
Die Programmiersprache FORTRAN bewa¨hrt sich aufgrund ihrer beson-
ders einfachen, wenig fehlertra¨chtigen Implementierung und der hohen Effi-
zienz des resultierenden Maschinencodes seit Jahrzehnten in numerisch do-
minierten Anwendungen. Dennoch fiel fu¨r das PCM die Wahl auf die eben-
falls prozedurale Sprache C, weil sie sich durch besonders flexiblen Umgang
mit komplexen, dynamisch allokierbaren Datenstrukturen auszeichnet. Die
Programmierschnittstellen wurden dabei so formuliert, dass das aufrufende
MKS–Programm sowohl in FORTRAN als auch C oder C++ implementiert
sein kann (s. Anhang A).
Programmablauf
Abbildung 4.2 stellt die wesentlichen algorithmischen Schritte der Kontakt-
analyse mit dem PCM dar. Als Eingang wird der Zustandsvektor y des
Mehrko¨rpersystems nach (2.7) verwendet. Aus ihm kann einfach die rela-
tive Lage und Orientierung der betrachteten Kontaktpaarung bestimmt wer-
den [33]. Mit den Ko¨rperreferenzsystemen R1 und R2 und den zugeho¨rigen
Fla¨chenreferenzsystemen E und F mit jeweils konstanter Einbaulage und
-orientierung (Abbildung 4.3) ergibt sich:
rEF (y) = rR2(y) + rR2F − rR1(y)− rR1E (4.1)
AEF (y) = A
T
R1E
· ATIR1(y) · AIR2(y) · AR2F (4.2)
Die erste zu lo¨sende Teilaufgabe ist eine Kollisionserkennung. Sie stellt fest,
ob sich die gegebenen Polygonfla¨chen im aktuellen Systemzustand schneiden.
Falls dies nicht der Fall ist, gibt es keine Kontaktkraft, und die Analyse kann
beendet werden.
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Kollisionserkennung
Konstruktion der Schnittvolumina
Kollision
ja
nein
Bestimmung der Kontaktelemente
Bestimmung der Kontaktkraft
(F, M)
y
F := 0
M := 0
Abbildung 4.2: Programmablaufplan des PCM: An der Schnittstelle zum
MKS–Programm treten die Relativkinematik der Ko¨rper (ableitbar aus dem
Systemzustand y) als Eingangsgro¨ße, und der resultierende Kontaktkraft-
winder (F, M) als Ru¨ckgabewert auf
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E
R1
R2F
I
rR1
rR1E
rR2F
rR2
rEF
Abbildung 4.3: Relativkinematik der Fla¨chenreferenzsysteme E und F zweier
Ko¨rper 1 und 2
Ansonsten ist im na¨chsten Schritt das durch die sich durchdringenden
Fla¨chen gebildete Schnittvolumen zu bestimmen. Dazu sind zuna¨chst die
durch die Kollisionserkennung ermittelten Schnittlinien zwischen Dreiecken
der beiden Oberfla¨chen zu einem Schnittpolygonzug — oder bei mehrfachem
Kontakt auch mehreren Schnittpolygonzu¨gen — mit definierter Orientierung
zusammenzufu¨gen. Dann werden jeweils die
”
aktiven“ Dreiecke ermittelt, die
innerhalb des Schnittpolygonzugs liegen oder von ihm durchlaufen werden.
In Anlehnung an die numerische Halbraumapproximation wird das Kontakt-
gebiet anschließend durch dreieckige Kontaktelemente diskretisiert, die durch
zwei alternative Methoden na¨herungsweise an der Beru¨hrfla¨che platziert wer-
den.
Bis zu diesem Punkt handelt es sich um eine rein geometrische Problem-
stellung. Die darauf folgende Berechnung der Kontaktnormalkraft setzt hin-
gegen ein physikalisches Modell voraus. Das Gleiche gilt fu¨r die gegebenenfalls
in Abha¨ngigkeit davon zu ermittelnde Tangentialkraft. In der vorliegenden
Implementierung wird das Randschichtmodell und eine regularisierte Version
des Coulombschen Reibgesetzes umgesetzt. Die Summe (F,M) der so erhal-
tenen Kraftwinder wird schließlich als eingepra¨gte Kraft–Momenten–Paarung
in das MKS eingeleitet.
In den folgenden Abschnitten wird ausfu¨hrlich auf die genannten Teilauf-
gaben eingegangen.
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4.1 Kollisionserkennung
Die Kollisionserkennung stellt fest, ob sich zwei Fla¨chen im Raum schneiden.
Fu¨r Polygonfla¨chen wurden zahlreiche leistungsfa¨hige Verfahren entwickelt,
die teilweise auch in Form von Software zur Verfu¨gung stehen. Hervorzuheben
sind die Arbeiten von Hubbard [63], Klosowski [64, 65] und Zachmann [66,
67, 68], sowie die Algorithmen SOLID [69], RAPID [70] und QuickCD [71].
4.1.1 Anforderungen
Das Thema Kollisionserkennung wird typischerweise fu¨r Virtual–Reality–
Anwendungen aufgegriffen. Beispielsweise spielt es eine zentrale Rolle in
Computerspielen, in der computergestu¨tzten Konstruktion (CAD) und bei
der Bahnplanung fu¨r Roboter. Nur sehr wenige Arbeiten befassen sich da-
mit hingegen unter dem Aspekt der MKS–Simulation [22, 72]. Deshalb ist
sorgfa¨ltig zu kla¨ren, welchen Anforderungen die Kollisionserkennung genu¨gen
muss.
Genauigkeit Wie in Abbildung 4.2 ersichtlich ist, wird die Kollisionserken-
nung im Kontaktmodell als Teil eines Kraftelements eingesetzt. Es ist
bekannt, dass hierbei mit hoher Genauigkeit gerechnet werden muss.
Selbst nur vereinzelt auftretende Variablen mit einfacher Genauigkeit
ko¨nnen na¨mlich bei Verwendung eines BDF–Integrators zu fatalen Kon-
vergenzproblemen im Korrektorschritt fu¨hren (s. Abschnitt 2.3). Des-
halb du¨rfen in der Kollisionserkennung keinesfalls prinzipbedingte Un-
genauigkeiten auftreten, und es kommen nur Verfahren hoher Genauig-
keit in Betracht.
Effizienz Virtual–Reality–Anwendungen stellen wegen ihres Echtzeitcha-
rakters ha¨ufig extrem hohe Anforderungen an die Effizienz der Kol-
lisionserkennung [68]. Auch in der MKS–Simulation ist eine schnelle
Analyse wu¨nschenswert, aber Genauigkeit und Allgemeinheit haben
ho¨here Bedeutung. Hier sind relativ (zeit)aufwa¨ndige, einmalige Vor-
abrechnungen (Pre–Processing) akzeptabel, wa¨hrend die im Laufe der
Zeitintegration sehr ha¨ufig durchzufu¨hrende Analyse mo¨glichst wenig
Rechenzeit in Anspruch nehmen sollte.
Robustheit Die in der Praxis verwendeten Polygonfla¨chen sind ha¨ufig feh-
lerhaft [68]. Beispielsweise treten Lu¨cken zwischen benachbarten Poly-
gonen (Cracks) auf, oder deren Orientierung, welche durch den Umlauf-
sinn der Eckpunkte festgelegt wird, ist nicht konsistent. Bei Polygonen
mit mehr als drei Ecken kann es auch vorkommen, dass die Eckpunkte
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nicht in einer Ebene liegen. Da diese Probleme nicht in direktem Zusam-
menhang mit dem Kontaktmodell stehen, wird in dieser Arbeit nicht
darauf eingegangen. Vielmehr wird von fehlerfreien Polygonfla¨chen aus-
gegangen, die ausschließlich aus Dreiecken gebildet werden.
Allgemeinheit Bei vielen Algorithmen zur Kollisionserkennung werden
Einschra¨nkungen der Allgemeinheit der Fla¨chen gemacht. Ha¨ufig ko¨n-
nen etwa nur konvexe Fla¨chen verarbeitet werden [69]. Die MKS–Si-
mulation stellt in dieser Hinsicht sehr hohe Anforderungen: Abgesehen
von Selbstdurchdringungen muss die Form der Polygonfla¨chen belie-
big sein, und fu¨r den Einsatz auf elastischen Ko¨rpern ist ein Verfahren
wu¨nschenswert, welches auch mit verformbaren Fla¨chen umgehen kann.
Neben den genannten Hauptmerkmalen unterscheiden sich die verschie-
denen Implementierungen auch im Speicherplatzbedarf und im Abstraktions-
grad. Selbstversta¨ndlich sind geringer Resourcenverbrauch und hohe An-
schaulichkeit positiv zu bewerten.
4.1.2 Elementare Analyse
Ein großer Teil der Algorithmen zur Kollisionserkennung basiert auf einer
Pru¨fung, ob sich zwei gegebene Polygone im Raum schneiden. Diese elemen-
tare Analyse kann auf verschiedene Weise realisiert werden. Fu¨r Dreiecke
erweist sich die Methode von Mo¨ller [73] als besonders effizient [68].
Gegeben seien die Ortsvektoren der Eckpunkte e1..3, f1..3 zweier Dreiecke
e und f . Zuna¨chst bestimmt man die Ebene, in der das Dreieck e liegt:
ne · r + me = 0 (4.3)
mit
ne = (e2 − e1)×(e3 − e1)
me = −ne · e1
Aus (4.3) lassen sich einfach die Absta¨nde af1..3 der Eckpunkte f1..3 zur Ebene
von e berechnen:
af1..3 = ne · f1..3 + me
Falls alle drei Absta¨nde von null verschieden sind und das gleiche Vorzeichen
besitzen, liegt das Dreieck e außerhalb der Ebene von f . Folglich schneiden
sich die Dreiecke nicht, und die Analyse wird mit diesem Ergebnis beendet.
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a b c
Abbildung 4.4: Schnitt zweier Dreiecke in einer gemeinsamen Ebene
Sonst wird das gleiche Verfahren mit vertauschten Dreiecken angewendet und
wiederum erkannt, dass keine Kollision vorliegt, falls f nicht in der Ebene
von e liegt. Bis zu diesem Punkt werden bereits alle Dreieckspaarungen aus-
sortiert, fu¨r die es keine Gerade in Richtung ne×nf gibt, welche durch beide
Dreiecke verla¨uft.
Anderenfalls wird zuna¨chst der Sonderfall a1..3 ≈ 0 behandelt, d. h. die
Dreiecke liegen (nahezu) in der gleichen Ebene. Hierzu betrachtet man sie
in dieser Ebene und erha¨lt ein zweidimensionales Problem (Abbildung 4.4).
Zuerst wird paarweise gepru¨ft, ob sich die Seiten von e mit denen von f
schneiden (Fall b). Ist dies nicht der Fall, kann trotzdem eine Kollision vor-
liegen, falls eines der beiden Dreiecke vollsta¨ndig innerhalb des anderen liegt
(Fall c). Deshalb wird weiter getestet, ob eine Ecke von e innerhalb f , oder
umgekehrt, liegt. Ansonsten wird keine Kollision erkannt (Fall a).
Die unscharfe Bedingung fu¨r den koplanaren Fall macht bereits deut-
lich, dass an dieser Stelle numerische Schwierigkeiten auftreten ko¨nnen. Im
Programm wird durch |a1..3| < ε mit einer kleinen Schranke verglichen.
Tatsa¨chlich wurden dadurch in den ersten Versuchsrechnungen doppelte oder
zu Punkten entartete Schnittlinien ermittelt. Schließlich konnte mit ε = 10−32
ein Wert gefunden werden, mit dem bei keinem der zahlreichen Tests mehr
Probleme auftraten.
Sehr viel wahrscheinlicher ist, dass die Dreiecke in verschiedenen Ebenen
liegen (Abbildung 4.5). Dann wird als na¨chster Schritt die Schnittgerade
r = (ne × nf ) · s + r0 , s ∈ R (4.4)
dieser Ebenen betrachtet. Eine Kollision tritt genau dann auf, wenn sich die
Intervalle [se1, se2] und [sf1, sf2] der Geradenabschnitte innerhalb der Drei-
ecke u¨berlappen. Zur Berechnung der Intervallgrenzen kann r0 = 0 gesetzt
werden, weil die absolute Lage keinen Einfluss auf die weitere Analyse hat.
Mit
pe1..3 = (ne × nf ) · e1..3
pf1..3 = (ne × nf ) · f1..3
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e
f
f3
f1
f2
e3
e1 e2
[se1,se2]
[sf1,sf2]
Abbildung 4.5: Schnitt zweier Dreiecke im Raum
bestimmt man die Projektion der Eckpunkte e1..3 und f1..3 auf die Schnitt-
gerade (entspricht dem Abstand von r0 zum projizierten Eckpunkt). Liegen
nun (ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit) e3 auf der einen und e1, e2 auf
der anderen Seite der Ebene von f (ae3 · ae1 ≤ 0 und ae3 · ae2 ≤ 0), ko¨nnen
die Intervallgrenzen fu¨r e berechnet werden durch [73]:
se1 = pe1 + (pe3 − pe1) · ae1
ae1 − ae3 (4.5)
se2 = pe2 + (pe3 − pe2) · ae2
ae2 − ae3 (4.6)
Wendet man diese Gleichungen analog auf das Dreieck f an, kann durch einfa-
chen Vergleich der Intervalle ermittelt werden, ob eine Kollision vorliegt. Bei
Bedarf ist es dann durch Einsetzen der Grenzen der Intervallu¨berschneidung
in die Geradengleichung (4.4) einfach mo¨glich, die Endpunkte der Schnittlinie
zu bestimmen.
Je nachdem, ob bzw. in welchem Schritt des Algorithmus die Kollision
festgestellt wird, beno¨tigt die im PCM verwendete Implementierung 76 bis
181 Gleitkommaoperationen (FLOPs) inklusive der erforderlichen Koordi-
natentransformationen.
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4.1.3 Hu¨llvolumen–Hierarchie
Die elementare Analyse ist prinzipiell geeignet, um eine Kollision zwischen
zwei Dreiecksfla¨chen E und F zu erkennen. Dazu ist sie fu¨r alle mo¨glichen
Polygon–Kombinationen anzuwenden. Sobald ein Schnitt gefunden wird, sind
Existenz und Ort der Kollision bekannt. Doch bei Fla¨chen mit vielen Poly-
gonen und daru¨ber hinaus mo¨glicherweise zahlreichen zu testenden Fla¨chen-
paaren ermo¨glicht selbst das schnelle Verfahren nach Mo¨ller keine effiziente
Auswertung, weil die Anzahl der Polygone quadratisch in den Rechenauf-
wand eingeht (all–pairs weakness) [63].
Aus diesem Grund wurden Methoden entwickelt, durch die ein mo¨glichst
großer Teil der Polygone von der elementaren Analyse ausgeschlossen werden
kann. Besonders geeignet fu¨r das PCM erscheint das hierarchische Verfah-
ren mit sog. diskret orientierten Polytopen (DOPs) nach Zachmann [67, 68],
welches die zuvor angefu¨hrten Anforderungen in optimaler Weise erfu¨llt. Im
Weiteren wird es ausfu¨hrlich erla¨utert.
Die meisten Algorithmen zur Kollisionserkennung basieren auf dem Prin-
zip der Hu¨llvolumina (engl. Bounding Volumes, BVs). BVs sind einfache
Geometrien, die Teile der betrachteten Polygonfla¨chen als konvexe Hu¨lle
umschließen. In einer einmaligen Vorabrechnung wird zu jeder Fla¨che eine
Bina¨rbaumstruktur von BVs (Abbildungen 4.6 und 4.9) bestimmt.
Das BV an der Wurzel des Baums umschließt alle Polygone der zugeho¨ri-
gen Fla¨che. An jeder Verzweigung wird die Menge der Polygone des u¨ber-
geordneten BVs sukzessive in zwei ra¨umlich zusammenha¨ngende Teilmen-
gen unterteilt. Die diese beiden Fla¨chenteile umschließenden BVs werden der
na¨chsten Ebene des BV–Baums zugeordnet. Dabei ist zu beachten, dass sich
zwei benachbarte BVs in der Regel u¨berschneiden. In der letzten Ebene um-
schließen die BVs jeweils nur noch ein einzelnes Polygon.
Als Geometrie der BVs werden ha¨ufig Kugeln oder Quader benutzt. Bei
den Quadern la¨sst sich zwischen ihrer Orientierung an den Achsen des Iner-
tialsystems (axis aligned bounding boxes), des Fla¨chensystems (6–DOPs)
oder an der Geometrie der Fla¨che (oriented bounding boxes) unterschei-
den. Die hier betrachteten 6–DOPs sind den anderen Methoden bezu¨glich
Speicherbedarf sowie Effizienz und Robustheit des Aufbaus der BV–Hierar-
chie u¨berlegen und ermo¨glichen dennoch eine besonders leistungsfa¨hige Kol-
lisionserkennung [68].
Weil relative Lage und Orientierung der DOPs zum Fla¨chenreferenz-
system konstant sind, muss die Vorabberechnung des BV–Baums fu¨r jede
Fla¨che nur einmal durchgefu¨hrt werden, unabha¨ngig davon, wie oft und an
welcher Position sie wirksam ist und wievielen Kollisionspaarungen sie zu-
geordnet wird. Um einen schnellen Zugriff zu ermo¨glichen, wird die BV–
Hierarchie anschließend unvera¨ndert im Arbeitsspeicher gehalten.
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Abbildung 4.6: Ebenes Beispiel fu¨r eine Hu¨llvolumen–Hierarchie einer ebenen
Fla¨che, exemplarisch fu¨r drei Bla¨tter (schwarz) vollsta¨ndig ausgefu¨hrt
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Schnitt(A,B)
Kollisionserkennung(E,F)
A := BV(E) B := BV(F)
Rücksprung
Abbildung 4.7: Hauptroutine zur Kollisionserkennung nach [67]
Als Eingangsgro¨ßen der wa¨hrend der Kontaktanalyse im Zeitbereich ha¨u-
fig aufzurufenden Kollisionserkennung dienen Relativortsvektor und -trans-
formation der Referenzsysteme der beiden Fla¨chen. Zuerst werden nur die
BVs betrachtet: Falls sich die BVs an der Wurzel der beiden Fla¨chen nicht
schneiden, kann eine Kollision sofort ausgeschlossen werden. Wird hingegen
ein Schnitt festgestellt, kontrolliert man die BVs in der na¨chsten Ebene des
Baums gegeneinander. Jedes BV, das kein BV der anderen Fla¨che schneidet,
braucht nicht weiter in Betracht gezogen werden. Da sich in den meisten
Fa¨llen nur kleine Teile der Fla¨chen schneiden, bleiben am Ende der BV–
Auswertung nur wenige BVs der letzten Ebene bzw. Polygone u¨brig. Erst
dann wird die elementare Analyse nach Abschnitt 4.1.2 fu¨r die darin liegen-
den Polygonpaarungen benutzt, um zu entscheiden, ob eine Kollision vorliegt.
Abbildung 4.8 zeigt den rekursiven Algorithmus, welcher fu¨r die Kolli-
sionserkennung des PCM (Abbildung 4.7) verwendet wird. Mit ∃a(A) wird
die Existenz von BVs a gepru¨ft, die einem BV A untergeordnet sind, ai+1(A)
steht fu¨r ein weiteres BV a. Die Unterprogramme PolyCheck(e,f) und
BVCheck(a,b) fu¨hren die Kollisionserkennung zweier Dreiecke e und f an-
hand der elementaren Analyse bzw. zweier BVs a und b mittels des im Weite-
ren beschriebenen Verfahrens durch. Mit Schnitt(a,b) ruft sich das Unter-
programm selbst auf, sodass der BV–Baum rekursiv von der Wurzel zu den
Bla¨ttern abgearbeitet wird. Liefert PolyCheck(e,f) zwei sich schneidende
Dreiecke, kann mit dieser Information abgebrochen oder bei Bedarf nach al-
len weiteren kollidierenden Dreiecken gesucht werden.
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Schnitt(A,B)
∃ a(A) ?
∃ b(B) ?
PolyCheck(e,f)
nein
nein
ja
ja
ja
nein
∃ b(B) ?
nein
ja
BVCheck(A,b)
nein
ja
Schnitt(A,b)
Rücksprung
ja
nein?
∃ bi+1(B)
b := bi+1(B)
Kollision
BVCheck(a,b)
nein
ja
Schnitt(a,b)
ja
nein?
∃ ai+1(A)
a := ai+1(A) ja
nein?
∃ bi+1(B)
a := a1(A)
b := bi+1(B)
BVCheck(a,B)
nein
ja
ja
nein ?
∃ ai+1(A)
a := ai+1(A)
a b∩ ?
A b∩ ? a B∩ ?
e f∩ ?
Schnitt(a,B)
Abbildung 4.8: Rekursiver Algorithmus zur Kollisionserkennung nach [67]
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Aufbau des Hu¨llvolumen–Baums
Die Konstruktion des Hu¨llvolumen–Baums nach [68] geschieht rekursiv von
der Wurzel (gesamte Fla¨che) zu den Bla¨ttern (einzelne Polygone) hin. Alle
BVs sind Quader, deren Seitenfla¨chen normal zu den Koordinatenachsen des
Fla¨chenreferenzsystems orientiert sind. Zuna¨chst wird bestimmt, in welcher
Achsrichtung die Dreiecke des u¨bergeordneten BV–Quaders die gro¨ßte ra¨um-
liche Ausdehnung besitzen. Dazu dienen durch das Heapsort–Verfahren nach
Gro¨ße sortierte Listen der drei Koordinaten der Schwerpunkte der Dreiecke.
Die umschriebenen Quader der beiden so ermittelten, am weitesten vonein-
ander entfernten Dreiecke sind die Keimzellen der gesuchten untergeordneten
BV–Quader. Nun geht man anhand der Liste abwechselnd von beiden Seiten
vor und schla¨gt den BV–Quader des jeweiligen Polygons demjenigen BV zu,
bei dem der geringere Volumenzuwachs entsteht; ist dieser auf beiden Seiten
gleich, wa¨hlt man das BV mit der kleineren Polygonanzahl. Auf diese Weise
entstehen zwei neue BV–Quader, die den u¨bergeordneten BV–Quader in et-
wa bezu¨glich ihres Volumens teilen. Die Rekursion bricht ab, wenn sich nur
noch ein einziges Dreieck im BV befindet.
Aus informationstechnischer Sicht ist das Endergebnis ein Bina¨rbaum,
dessen Elemente aus einer Struktur mit sechs Gleitkommazahlen und zwei
Zeigern bestehen. Die reellen Variablen stellen die Lage der sechs Quader-
fla¨chen des BVs auf den Koordinatenachsen dar, und die Zeiger verweisen
auf die BV–Quader der na¨chsten Ebene des Baums.
Abbildung 4.9 zeigt verschiedene Ebenen k des BV–Baums zur Fla¨che aus
Abbildung 4.1, die vom PCM–Algorithmus berechnet wurden. Die schwar-
zen Quader stellen die Bla¨tter des Baums dar, welche jeweils nur noch ein
einzelnes Dreieck umschließen.
Kollisionserkennung zwischen Hu¨llvolumen
Die Analyse, ob sich zwei BVs schneiden, wird ebenso wie die elementare
Analyse sehr ha¨ufig ausgefu¨hrt und ist damit zeitkritisch. Um die Effizienz
zu erho¨hen kann ausgenu¨tzt werden, dass alle BV–Quader einer Fla¨che die
gleiche Orientierung besitzen. Daru¨ber hinaus lassen sich viele Rechenopera-
tionen einsparen, wenn man den BV–Quader der einen Fla¨che durch einen
umhu¨llenden, in den Achsrichtungen der anderen Fla¨che orientierten BV–
Quader ersetzt. Dadurch wird zwar der Volumenu¨berschuß des BV erho¨ht,
aber die Berechnung in meist u¨berwiegendem Maße vereinfacht.
Abbildung 4.10 zeigt die Kollisionserkennung zwischen den BVs A und B
zweier Fla¨chen E und F . Der Ortsvektor rEF stellt die translatorische, die
Transformationsmatrix AEF die rotatorische Relativabweichung der Fla¨chen-
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k = 0 k = 1 k = 2
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Abbildung 4.9: Hu¨llvolumina einer Polygonfla¨che fu¨r verschiedene Ebenen k
der Bina¨rbaum–Hierarchie
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Abbildung 4.10: Ebenes Beispiel fu¨r die Kollisionserkennung zweier Hu¨ll-
volumina A und B
referenzsysteme E und F dar. b−x bezeichnet beispielsweise die Lage derje-
nigen Seitenfla¨che von B, deren nach außen weisende Normale in negative
x–Richtung verla¨uft.
Um die beiden BVs hinsichtlich U¨berschneidung zu analysieren, wird zu-
erst B durch den umschriebenen BV–Quader B ′ ersetzt, welcher in den Achs-
richtungen von E orientiert ist. Dabei ist es grundsa¨tzlich egal, ob die BVs
von E oder F ersetzt werden. Die Ecken von B ko¨nnen bestimmt werden
durch:
ErEV1..8 = ErEF + AEF · F rFV1..8 (4.7)
Dabei treten die Achsenabschnitte b und b′ als Komponenten der Vektoren
F rFV1..8 bzw. ErEV1..8 auf.
Bei Anwendung der Gleichung (4.7) auf alle acht Eckpunkte von B wu¨r-
den 24 anstatt der nur sechs beno¨tigten Koordinaten b′ berechnet. Um dies zu
vermeiden, kann man die Zuordnung der eingehenden Werte b zu den gesuch-
ten b′ bestimmen. Da alle BVs der Fla¨che F Quader mit gleicher Orientierung
sind, ist diese Zuordnungstabelle stets gleich und kann fu¨r eine gegebene An-
ordnung AEF einmalig vorab berechnet werden. Hierzu betrachtet man etwa
einen Einheitswu¨rfel (b−x..z = −1, b+x..z = 1) und merkt vor, fu¨r welche b
Gleichung (4.7) die kleinsten und gro¨ßten Werte b′ liefert. So ergibt im 2D–
Beispiel aus Abbildung 4.10 der Eckpunkt (b+x, b−y) den gro¨ßten x–Wert b
′
+x,
wa¨hrend die y–Komponente nicht zur Darstellung von B ′ gebraucht wird. Im
ra¨umlichen Fall erha¨lt man so sechs Gleichungen der Form
b′ = r + a1bx + a2by + a3bz
und eine Kollisionspru¨fung zwischen BVs beno¨tigt nur zwo¨lf bis 36 FLOPs.
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Abbildung 4.11: Hierarchische Kollisionserkennung zwischen den Oberfla¨chen
einer Autokarosserie (1218 Dreiecke) und eines Oberschenkels (1552 Dreiecke)
Effizienz
Abbildung 4.11 veranschaulicht die Funktionsweise der hierarchischen Kol-
lisionspru¨fung an einem praxisnahen Beispiel. Anstelle von 1890336 elemen-
taren Analysen fu¨r alle mo¨glichen Polygonpaarungen sind mit Anwendung
der BV-Hierarchie nur 1537 vergleichsweise einfache Kollisionspru¨fungen zwi-
schen Hu¨llvolumina und 330 damit ermittelte elementare Analysen durch-
zufu¨hren, die schließlich 35 Schnittlinien ergeben.
Um Funktionalita¨t und Effizienz der Kollisionserkennung zu verifizieren,
wurden Testrechnungen mit der Anordung aus Abbildung 4.12 als Start-
zustand durchgefu¨hrt. Wa¨hrend der Simulation bewegt sich die Karosserie
mit konstanter Geschwindigkeit durch die Figur hindurch. Dabei wird die
Kollisionserkennung 51–mal mit unterschiedlichen Relativvektoren zwischen
den Fla¨chen aufgerufen.
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Abbildung 4.12: Szenario zum Test der Kollisionserkennung; die Karosserie
setzt sich aus 1218 und die Figur aus 5640 Dreiecken zusammen
CPU–Zeit Brute Force BV–Algorithmus
alle Schnittlinien 1:48:35,47 h 0,9 s
nur Kollisionserkennung 49:14,54 min 0,09 s
Tabelle 4.1: Rechenzeitvergleich1 fu¨r 51 Kollisionspru¨fungen zwischen den
Polygonfla¨chen aus Abbildung 4.12. Beim BV–Algorithmus wurden zur Be-
rechnung der BV–Ba¨ume zusa¨tzlich einmalig 7,45 s beno¨tigt
Der Algorithmus wurde in zwei verschiedenen Modi getestet, wobei einmal
sa¨mtliche sich schneidenden Dreiecke ermittelt wurden, wa¨hrend im anderen
Fall abgebrochen wurde, sobald ein Schnitt gefunden war. Beide Aufgaben
wurden einerseits allein mit der elementaren Analyse nach Abschnitt 4.1.2
(Brute Force), andererseits unter Verwendung von 6–DOP Hu¨llvolumen–
Hierarchien gelo¨st. Tabelle 4.1 zeigt die ermittelten Rechenzeiten bei ex-
akt gleichen Ergebnissen. Die dramatischen Verbesserungen um vier bis fu¨nf
Gro¨ßenordnungen machen deutlich, dass eine brauchbare Implementierung
des PCM erst durch den BV–Algorithmus ermo¨glicht wird.
1HP Unix–Workstation, 300 MHz RISC–Prozessor, 512 MB RAM
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4.2 Konstruktion der Schnittvolumina
Gema¨ß Abbildung 4.2 bricht der PCM–Algorithmus ab und liefert keine
Kontaktkraft fu¨r den aktuellen Simulationszeitpunkt, falls die Kollisions-
erkennung keinen Schnitt der Oberfla¨chen der betrachteten Kontaktpaarung
feststellt. Ansonsten wird mit der Bestimmung der Schnittvolumina fort-
gefahren, welche die Schnittmenge der beiden unverformt angenommenen
Ko¨rper darstellen. Sie werden von denjenigen
”
aktiven“ Dreiecken umschlos-
sen, die ganz oder teilweise innerhalb der jeweils gegenu¨berliegenden Ober-
fla¨che liegen. Dazu werden als vorbereitender Schritt zuna¨chst die Schnitt-
polygonzu¨ge konstruiert.
4.2.1 Konstruktion der Schnittpolygone
Liegt Kontakt zwischen zwei Ko¨rpern vor, schneiden sich ihre unverformten
Profile. Die zu beiden Oberfla¨chen geho¨rigen Punkte bilden eine oder meh-
rere geschlossene Schnittkurven, die die Schnittvolumina von den restlichen
Fla¨chenteilen abgrenzen. Als einfaches Beispiel stelle man sich den Schnitt-
kreis zweier Kugeln vor, deren Mittelpunkte etwas weniger als die Summe
ihrer Radien voneinander entfernt liegen.
Abbildung 4.13: Schnittpolygonzug der Dreiecksfla¨chen einer Autokarosserie
und eines (zur Visualisierung geteilten) Oberschenkels
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Werden die Profile durch Dreiecksfla¨chen beschrieben, ergibt sich ein
i. Allg. dreidimensionaler Schnittpolygonzug (Abbildung 4.13). Jede seiner
Linien resultiert aus dem Schnitt eines Dreiecks der einen und eines weiteren
der anderen Oberfla¨che.
Zur Kontaktanalyse wird die PCM–Kollisionserkennung stets in denje-
nigem Modus betrieben, der alle Schnittlinien ermittelt. Diese liegen an-
schließend in regelloser Reihenfolge vor. Die in einer linearen Liste (Stack)
gespeicherten Elemente geben die kartesischen Koordinaten s1, s2 der bei-
den Endpunkte sowie die IDs (Kennnummern) fE, fF der sich schneidenden
Dreiecke an.
Die Konstruktion der Schnittpolygone (Abbildung 4.14) stellt im We-
sentlichen eine der ra¨umlichen Anordnung der Schnittlinien entsprechende
Ordnung der Elemente dar. Zu Beginn wird das erste Element vom Stack
zum neuen Polygon p verschoben.
Bevor die weiteren Schnittlinien des Polygonzugs bestimmt werden, wird
anhand des ersten Elements seine Umlaufrichtung festgelegt. Hierzu wird
vorausgesetzt, dass sa¨mtliche Dreiecke (z. B. Eckpunkte v1..3) der beiden be-
trachteten Fla¨chen E und F jeweils zum Ko¨rpera¨ußeren gerichtete Normalen
n =
(v2 − v1)× (v3 − v1)
|(v2 − v1)× (v3 − v1)| (4.8)
aufweisen. Damit werden die Endpunkte der Schnittlinie so indiziert, dass
ihr Richtungsvektor
rl = s2 − s1 (4.9)
ein Rechte–Hand–System mit den Normalenvektoren ne, nf der sich schnei-
denden Dreiecke bildet:
(ne × nf ) · rl > 0 (4.10)
Anschaulich bedeutet dies, dass das Schnittvolumen stets links liegt, wenn
man sich auf der Fla¨che E entlang des Schnittpolygonzugs bewegt (Abbil-
dung 4.15).
Zum Aufbau des weiteren Polygonzugs wird die na¨chste Schnittlinie er-
mittelt, indem die Euklidschen Absta¨nde zwischen den Endpunkten aller
restlichen Elemente im Stack und denen des Schnittpolygons berechnet wer-
den. Ist der kleinste gemessene Abstand kleiner als eine gegebene Schran-
ke (bewa¨hrter Wert dε = 10
−10), wird das entsprechende Element k vom
Stack S zum Schnittpolygon p verschoben, wobei ggf. durch Vertauschung
seiner Endpunkte fu¨r konsistente Laufrichtung gesorgt wird.
So wird fortgefahren, bis der Stack leer ist oder kein Element mehr ge-
funden wird, das nahe genug an den Enden des Schnittpolygons liegt. An-
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Stack S
S leer
?
nein
ja
Neues Schnittpolygon p
Erste Schnittlinie Û p
Initialisiere Laufrichtung
dmin := dε
k := erste Schnittlinie
l := null
d < dmin 
?
nein
ja
d := | kend - panf |
dmin := d
l := k
Ende
letzte k
?nein
ja
d < dmin 
?
nein
ja
d := | kanf - panf |
dmin := d
wende k
l := k
d < dmin 
?
nein
ja
d := | kanf - pend |
dmin := d
l := k
d < dmin 
?
nein
ja
d := | kend - pend |
dmin := d
wende k
l := k
k := nächste
l = null
?
nein
ja
l Û p
d < dε
?nein
ja
d := | panf - pend |
pend := panf
Abbildung 4.14: Algorithmus zur Konstruktion der Schnittpolygonzu¨ge
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Abbildung 4.15: Bestimmung der Umlaufrichtung eines Schnittpolygonzugs
schließend wird der Schnittpolygonzug geschlossen, falls der Abstand seiner
Endpunkte kleiner als die Schranke dε ist; sonst wird eine Warnung ausgege-
ben.
Offene Schnittpolygonzu¨ge ko¨nnen prinzipiell dann auftreten, wenn we-
nigstens eine der beiden Fla¨chen die Ko¨rperoberfla¨che nur teilweise be-
schreibt und ihr Rand in das Schnittgebiet gera¨t. Diese physikalisch un-
definierte Situation fu¨hrt im Weiteren zu deutlichen Effizienzeinbußen (s.
Abschnitt 4.2.2) und verfa¨lschten bzw. undefinierten Kontaktkra¨ften (s. Ab-
schnitt 4.3).
Befinden sich nach der Konstruktion des ersten Schnittpolygonzugs wei-
tere Elemente im Stack, werden daraus in gleicher Weise weitere Polygone
aufgebaut. Mehrere Schnittpolygonzu¨ge ko¨nnen auftreten, wenn sich die bei-
den betrachteten Ko¨rper in mehreren Gebieten beru¨hren (Mehrfachkontakt)
oder/und wenn sich infolge komplex geformter Oberfla¨chen mehrfach beran-
dete Kontaktgebiete ausbilden (Abbildung 4.16).
Der beschriebene Algorithmus zur Konstruktion der Schnittpolygone legt
den Schwerpunkt auf Robustheit, nicht auf Effizienz. Erste Testversionen,
in denen die IDs der Endpunkte benachbarter Schnittlinien ausgenu¨tzt wur-
den, arbeiteten zwar etwas schneller, aber nicht immer fehlerfrei. Da auch die
aufwa¨ndigere Variante nur einen geringen Anteil an der Gesamtausfu¨hrungs-
zeit einer PCM–Kontaktanalyse hat, wurde sie bevorzugt. In [72] wird ein
anderer Algorithmus zur Konstruktion von Schnittpolygonzu¨gen vorgestellt.
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Abbildung 4.16: Beispiele fu¨r Mehrfachkontakt (links) und mehrfach (hier
zweifach) berandetes Kontaktgebiet
4.2.2 Bestimmung der aktiven Fla¨chenelemente
Unter aktiven Fla¨chenelementen werden hier diejenigen Polygone sowie de-
ren Eckpunkte verstanden, die ganz oder teilweise unter der unverformten
Oberfla¨che des jeweiligen anderen Ko¨rpers liegen. Eine wichtige Grundidee
des PCM ist es, bei der Kontaktanalyse nur diese i. d. R. relativ kleinen
Teilfla¨chen zu betrachten.
Bei einfachen Beru¨hrungen, die sich etwa zwischen streng konvexen Ko¨r-
pern ergeben, gibt es genau ein Kontaktgebiet, das von einem einzigen
Schnittpolygonzug eingegrenzt wird. Auf den beiden Polygonfla¨chen bilden
sich jeweils einfach zusammenha¨ngende Teilfla¨chen aktiver Polygone.
Zieht man beliebig geformte Ko¨rper in Betracht, ko¨nnen sich auch kom-
plexere Topologien der Beru¨hrgebiete ergeben. Die dabei mo¨glichen Pha¨no-
mene stellt Abbildung 4.16 anhand einfacher Beispiele dar: Erstens kann
Mehrfachkontakt, d. h. gleichzeitig mehrere Beru¨hrungen der einfachen Art,
auftreten. Zweitens ko¨nnen mehrfach berandete Kontaktgebiete entstehen,
bei denen
”
Lo¨cher“ oder
”
bandartige“ Geometrien zu mehreren Schnitt-
kurven bzw. -polygonzu¨gen fu¨hren. Es ist eine entscheidende Anforderung
an ein universelles Kontaktmodell, diese Erscheinungen in beliebiger Kombi-
nation korrekt verarbeiten zu ko¨nnen.
Die zuvor beschriebene Konstruktion der Schnittpolygonzu¨ge liefert be-
reits einen Teil der aktiven Elemente, na¨mlich sa¨mtliche (im Schnitt befind-
lichen) Schnittpolygone. Durch den im Folgenden dargestellten Algorithmus
werden die davon umrandeten, restlichen inneren Polygone ermittelt und
(ggf. mehreren oder/und mehrfach berandeten) Schnitten zugeordnet. An-
schließend liegen die Kontaktgebiete mit ihren Schnittpolygonen und aktiven
Elementen beider Oberfla¨chen als hierarchische Datenstruktur vor (Abbil-
dung 4.17).
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Schnitt
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Fläche F
Polygon
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PolygonAktive 
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PolygonAktive 
Elemente
Fläche E
Abbildung 4.17: Datenstruktur und Topologie eines zweifachen Kontakts mit
einem einfach und einem dreifach berandeten Kontaktgebiet
Das Konzept zur Bestimmung der Schnitte beruht auf einer anschauli-
chen Methode: Ausgehend von den Polygonen des ersten Schnittpolygonzugs
werden auf den beiden Fla¨chen jeweils sukzessive alle Nachbarpolygone be-
stimmt, die auf der Innenseite des Schnittgebiets liegen. Dabei wird stets
kontrolliert, ob ein anderer
”
noch freier“ Schnittpolygonzug erreicht wird.
Wenn dieser Fall eintritt, liegt ein mehrfach berandetes Kontaktgebiet vor,
und der gefundene Polygonzug samt seiner aktiven Fla¨chenelemente wird
dem aktuellen Schnitt zugeordnet. Falls nach Abschluss dieser Prozedur freie
Schnittpolygonzu¨ge u¨brig sind, handelt es sich um einen Mehrfachkontakt;
dann werden auf gleiche Weise weitere Schnitte ermittelt.
Fu¨r die Reihenfolge der Liste der Fla¨chenelemente von Polygonfla¨chen
gibt es keine Regel (
”
Polygonsuppe“). Um die inneren Elemente zu bestim-
men, sind jedoch Informationen u¨ber die Nachbarschaft der Polygone der
Oberfla¨chen erforderlich. Dazu werden wa¨hrend des Pre–Processings einma-
lig fu¨r jede Fla¨che sog. Doubly Connected Edge Lists (DCELs) erzeugt, auf
die wa¨hrend der Simulation zur Ermittlung der inneren Polygone zugegriffen
wird.
Das Prinzip der DCELs wurde aus [66] u¨bernommen, wo sie als beson-
ders effiziente B–Rep (Boundary Representation) Datenstruktur herausgear-
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Abbildung 4.18: Verweise zu benachbarten Elementen einer Doubly Connec-
ted Edge (vom Ko¨rpera¨ußeren betrachtet)
beitet werden. Ihre Grundelemente (DCEs) sind die Kanten der Fla¨che bzw.
der Randlinien ihrer Polygone. Jede DCE besteht aus Verweisen auf ihre
folgenden benachbarten Elemente (Abbildung 4.18): Die unten bzw. oben
angrenzenden Eckpunkte v1 und v2, die links bzw. rechts gelegenen Polygone
f1 und f2 und die jeweils na¨chsten zugeho¨rigen Kanten e1 und e2. Bei DCEs
am Rand der Fla¨che sind f2 und e2 grundsa¨tzlich nicht belegt.
Das PCM generiert die DCELs als einfach verkettete Listen zu jedem
Eckpunkt der Fla¨che. Auf jede DCE la¨sst sich somit direkt u¨ber v1 sowie v2
zugreifen, wobei sich ihre Orientierung bzw. die Indizierung der Eckpunkte
quasi zufa¨llig durch den Generierungsalgorithmus ergibt. In einem zusa¨tzli-
chen Arbeitsschritt werden die DCEs geordnet, sodass man die in einem Eck-
punkt zusammenlaufenden Kanten beim Abarbeiten der zugeho¨rigen DCEL
im mathematisch positiven Sinn durchla¨uft.
Der Grundalgorithmus zur Bestimmung innerer Elemente ist in Abbil-
dung 4.19 dargestellt. Als Input ist ein Eckpunkt v anzugeben, von dem aus
die Suche startet. In einer Schleife u¨ber die zugeho¨rige DCEL werden die von
ihm ausgehenden Kanten e durchlaufen. Fu¨r sie wird jeweils zuna¨chst die
Orientierung der DCE ermittelt, indem u¨berpru¨ft wird, ob die Ausgangsecke
e.v1 oder e.v2 entspricht. Damit sind der benachbarte Eckpunkt w sowie die
(vom Ko¨rpera¨ußeren gesehen) links und rechts angrenzenden Polygone fl und
fr bekannt.
Anschließend wird durch eine srchmvip(fr,fl,v,w) genannte, im Wei-
teren erla¨uterte Funktion festgestellt, ob e von einem Schnittpolygonzug ge-
schnitten wird und w damit außerhalb des Kontaktgebiets liegt (vgl. Ab-
bildung 4.22). Wenn dies der Fall ist, werden w und fl verworfen und die
na¨chste DCE der Liste verarbeitet. Sonst werden sie den aktiven Elemen-
ten hinzugefu¨gt, sofern sie nicht bereits dazugeho¨ren. Ist w ein neuer aktiver
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Eckpunkt v
v = e.v1
?
nein
ja
w := e.v2
fr := e.f2
fl := e.f1
Ende
letzte e
?
ja
nein
srchmvip(fr,fl,v,w)
e := nächste
e := erste DCE
w := e.v1
fr := e.f1
fl := e.f2
gefunden
?
neinja
fl Û Schnitt
w Û Schnitt
w neu
?
nein
ja
Abbildung 4.19: Grundalgorithmus zur Bestimmung innerer Elemente (hier
nur Fla¨che E; fu¨r F andere Zuordnung von w wegen umgekehrtem Umlauf-
sinn des Schnittpolygons)
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fp
fns
w
elp
ln
Abbildung 4.20: Geometrische Anordnung zur Ermittlung im Schnittgebiet
liegender Eckpunkte w (Draufsicht Fla¨che E, Schnittgebiet schraffiert)
Eckpunkt, ruft sich der Algorithmus rekursiv mit w als Argument auf. Auf
diese Weise breitet sich das Gebiet der bereits bestimmten aktiven Elemente
innerhalb der Schnittpolygonzu¨ge aus.
Bei komplex geformten Beru¨hrgebieten ist es nicht ausreichend, den
Grundalgorithmus einmalig an einem beliebigen inneren Eckpunkt zu star-
ten, weil
”
Engstellen“ dazu fu¨hren ko¨nnen, dass die rekursive Ausbreitung
abbricht. Deshalb wird er fu¨r alle inneren Eckpunkte der von den Schnitt-
polygonzu¨gen geschnittenen Polygone ausgefu¨hrt. Hierzu werden die Schnitt-
linien in Polygonzug–Umlaufrichtung abgearbeitet und in aufeinanderfolgen-
den Paaren betrachtet (Abbildungen 4.20 und 4.21).
In der Regel a¨ndert sich zwischen den benachbarten Schnittlinien nur auf
einer der beiden Fla¨chen die ID der geschnittenen Polygone fp und fn (vgl.
Abbildung 4.15). Dort wird u¨ber die DCELs der Eckpunkte von fp nach
der dazwischen liegenden, d. h. diese beiden Polygone trennenden Kante e
gesucht. U¨ber die in Abschnitt 4.2.1 getroffene Konvention der Umlaufrich-
tung der Schnittpolygonzu¨ge liefert diese DCE eindeutig den im Schnitt-
gebiet liegenden Endpunkt w der Kante. Findet srchmvip(fp,fn,s,w) kei-
nen Schnittpolygonzug zwischen dem gemeinsamen Eckpunkt s des Linien-
paars und w, wird der Grundalgorithmus mit w als Argument aufgerufen.
Die erwa¨hnte Funktion srchmvip(fr,fl,p,w) (search/move intersection
polygons) ist von entscheidender Bedeutung, da sie das Abbruchkriterium
fu¨r die Suche nach inneren Eckpunkten liefert. Als Argumente verarbeitet
sie zwei Punkte p und w, die auf der gemeinsamen Kante zweier Polygone fr
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Schnittpolygon
fp = fn
? ja
letzte e
?
ja
nein
Grundalgorithmus (w)
e := nächste
lp := erste Schnittlinie
ln := zweite Schnittlinie
fp := Polygon zu lp
fn := Polygon zu ln
s := Endpunkt von lp
p := erster Eckpunkt von fp
e := erste DCE von p
e.f1 = fn
e.f2 = fp
?
nein ja
e.f1 = fp
e.f2 = fn
?
ja
p := nächster
w := e.v1w := e.v2
letzte ln
?
jalp := ln
ln := nächste
Ende
srchmvip(fp,fn,s.w)
nein
nein
gefunden
?
ja
nein
nein
Abbildung 4.21: Aufruf des Grundalgorithmus entlang der inneren Eckpunkte
eines Schnittpolygonzugs (hier nur Fla¨che E; F wird parallel auf identische
Weise bearbeitet)
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fl
fr
s3
p
w
s2a
b
Abbildung 4.22: Geometrische Anordnung der Argumente der Funktion
srchmvip (Draufsicht Fla¨che E)
und fl liegen (Abbildung 4.22). srchmvip dient dazu herauszufinden, ob die-
se Kante zwischen p und dem Kandidaten fu¨r einen inneren Eckpunkt w von
einem Schnittpolygonzug geschnitten wird, sodass w außerhalb des Schnitt-
volumens liegt (search). Ist dies der Fall, ordnet srchmvip den Polygonzug
dem aktuellen Schnitt zu (move), sofern er nicht bereits dazugeho¨rt.
Bei jedem Aufruf von srchmvip werden alle Schnittpolygonzu¨ge (analog
der Ermittlung der Startpunkte fu¨r den Grundalgorithmus) in aufeinander-
folgenden Schnittlinienpaaren durchsucht. Nur diejenigen Paare, die von fr
nach fl verlaufen, werden weiter betrachtet, weil sie die Kante so gerichtet
durchlaufen, dass w auf ihrer a¨ußeren Seite liegt. Unter diesen Kandidaten
wird dasjenige Paar bestimmt, das zwischen p und w verla¨uft und in mini-
malem Abstand zu p schneidet (sodass der zugeho¨rige Schnittpolygonzug das
betrachtete Schnittgebiet begrenzt). Diese Kriterien werden anhand zweier
Hilfsvektoren a und b (Abbildung 4.22) ausgewertet:
a = nfl × (s3 − s2)
b = p− s2
Falls a ·b < 0 gilt, liegt der Schnittpunkt s2 nicht zwischen p und w und das
Paar wird verworfen. Sonst gibt der Betrag von b den gesuchten Abstand
an.
Wird auf diesem Weg ein Paar (ggf. mit minimalem Abstand) gefunden,
begrenzt der zugeho¨rige Schnittpolygonzug das Schnittgebiet. In diesem Fall
liefert srchmvip den Ru¨ckgabewert
”
gefunden“, sodass w von der aufrufen-
den Routine nicht als innerer Eckpunkt behandelt wird. Falls der Polygonzug
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noch nicht zum Schnitt geho¨rt, wurde eine neue Grenze eines mehrfach be-
randeten Kontaktgebiets gefunden; dann wird er dem Schnitt zugeordnet und
alle von ihm geschnittenen Polygone mit ihren Eckpunkten werden zu den
aktiven Elementen hinzugeza¨hlt (in Abbildung 4.21 nicht dargestellt).
Bleiben nach der skizzierten Prozedur Schnittpolygonzu¨ge u¨brig, wird sie
jeweils fu¨r zusa¨tzliche Schnitte wiederholt, bis keine Polygonzu¨ge mehr u¨brig
sind. Jeder Schnitt entspricht schließlich einem Kontaktgebiet, das durch
beliebig viele Randpolygone begrenzt sein kann.
Wie bereits im Abschnitt 4.2.1 erwa¨hnt, ko¨nnen unvollsta¨ndige Ober-
fla¨chenbeschreibungen zu offenen Schnittpolygonzu¨gen fu¨hren. Solche wirk-
lichkeitsfremden Kontaktsituationen sind physikalisch undefiniert, sodass kei-
ne korrekte Auswertung mo¨glich ist. Zwar funktioniert der Algorithmus prin-
zipiell auch fu¨r offene Polygonfla¨chen, doch auf dem gegenu¨berliegenden
Ko¨rper fehlt dann ein Teil der Eingrenzung des Kontaktgebiets, sodass sich
die Menge der aktiven Elemente u¨ber die gesamte Oberfla¨che ausbreitet.
Im gu¨nstigsten Fall arbeitet das PCM dadurch nur weniger effizient, aber
i. Allg. werden falsch kombinierte Schnitte generiert oder die anschließende
Bestimmung der Kontaktelemente schla¨gt fehl. Aus diesen Gru¨nden gibt das
PCM grundsa¨tzlich eine Warnmeldung aus, wenn Schnittpolygonzu¨ge nicht
geschlossen werden ko¨nnen.
Das aufgezeigte Verfahren wurde schrittweise entwickelt, um die Anforde-
rungen zahlreicher Testsimulationen zunehmender Komplexita¨t zu erfu¨llen,
wobei lediglich das Konzept der DCEL aus der Literatur u¨bernommen wur-
de. Wie bei der Kollisionserkennung stand hierbei Robustheit sowie mo¨glichst
allgemeine Datenstrukturierung im Vordergrund und Effizienz erst an zweiter
Stelle. Einzelheiten der Implementierung lassen sich im u¨ber [74] erha¨ltlichen
Quellcode nachvollziehen.
4.3 Bestimmung der Kontaktelemente
Nach der Konstruktion der Schnittvolumina liegen die Schnittpolygonzu¨ge
und aktiven Elemente (Polygone, die ganz oder teilweise innerhalb der gegen-
u¨berliegenden Oberfla¨che liegen, sowie deren Eckpunkte) in Schnitten (Da-
tenstrukturen, die alle Objekte eines Kontaktgebiets enthalten) zusammen-
gefasst vor. In diesem Abschnitt werden zwei verschiedene Verfahren, die
Master–Slave–Methode und die Variational–Interpolation–Methode beschrie-
ben, durch die das PCM die Beru¨hrfla¨chen approximiert und diskretisiert, um
anhand der dabei entstehenden Kontaktelemente anschließend die Kontakt-
kra¨fte zu berechnen. Die beiden Methoden unterscheiden sich zwar erheblich
im Ansatz, erfu¨llen jedoch dieselbe Aufgabe und arbeiten mit den formal
gleichen Eingangs- und Ausgangsdaten.
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Das Prinzip der Kontaktelemente wird im Wesentlichen von der Halb-
raumapproximation (s. Abschnitt 3.4.1) u¨bernommen: Die im Beru¨hrgebiet
gemeinsame Oberfla¨che der Ko¨rper wird durch ebene Fla¨chenelemente ap-
proximiert. Dabei wird na¨herungsweise davon ausgegangen, dass die Beru¨hr-
fla¨che so zwischen den unverformten Ko¨rperoberfla¨chen verla¨uft, dass sie
diese entsprechend einer Reihenschaltung der elastischen Steifigkeiten der
Ko¨rper voneinander trennt. Dazu wird das statische Verha¨ltnis
λ =
uE
uE + uF
∈ [0 , 1] (4.11)
der Eindringtiefen uE, uF der betrachteten Ko¨rper E und F in Abha¨ngig-
keit des verwendeten Kraftgesetzes der Kontaktelemente (s. Abschnitt 4.4.1)
vorab festgelegt.
4.3.1 Master–Slave–Methode
Die Generierung der Kontaktelemente nach der Master–Slave–Methode ist
ein sehr einfaches Verfahren. Fu¨r seine Anwendung ist vom Benutzer ei-
ne der beiden Oberfla¨chen als Master festzulegen, wa¨hrend die andere als
Slave behandelt wird. Dann generiert das PCM wa¨hrend der Simulation fu¨r
jedes aktive Polygon der Master–Fla¨che (im Folgenden z. B. Polygon e der
Fla¨che E) ein Kontaktelement k mit den folgenden Eigenschaften (Abbil-
dung 4.23).
Die Fla¨che Ak wird derjenigen des Master–Polygons e gleichgesetzt:
Ak := Ae (4.12)
Auch der Normalenvektor nk wird von e u¨bernommen, wobei das Vorzei-
chen stets so gesetzt wird, dass er (wie die resultierende Kontaktkraft) zum
Inneren des Ko¨rpers E weist:
nk := −ne (4.13)
Als Eindringtiefe unk wird der Euklidsche Abstand vom Schwerpunkt Ce
des Master–Polygons zum Schnittpunkt I seiner Schwerpunkt–Normalen
r = rCe + d ne (d ∈ R) (4.14)
mit der gegenu¨berliegenden Slave–Fla¨che F verwendet. Dazu sucht das PCM
in den aktiven Elementen von F wie folgt nach dem geschnittenen Slave–
Polygon f :
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Abbildung 4.23: Geometrische Gro¨ßen bei der Generierung von Kontaktele-
menten nach der Master–Slave–Methode; das Master–Polygon e (im Bild
unten) geho¨rt zum oben liegenden Ko¨rper E, vgl. Abbildung 4.24
Zuna¨chst wird eine ebene Basis (b1,b2) in e berechnet:
b1 :=
re2 − re1
|re2 − re1 |
b2 := ne × b1
Dabei steht rei fu¨r den Ortsvektor des Eckpunkts ei (i ∈ [1, 2, 3]) von e. Um
zu entscheiden, welches Slave–Dreieck f die Gerade r aus (4.14) schneidet,
wird das Problem zweidimensional betrachtet. Durch die Abbildung
r′Cefi := [b1 b2]
T (rfi − rCe) (4.15)
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werden die Eckpunkte fi jedes Kandidaten f in die Ebene (b1,b2) von e pro-
jiziert. Damit schneidet die Normale r das Dreieck f , wenn der Schwerpunkt
Ce innerhalb der Projektion f
′ von f liegt. Dies ist genau dann erfu¨llt, wenn
alle drei Winkel αi von den Seitenvektoren r
′
fifi+1
= r′Cefi+1 − r′Cefi zu den
umgekehrten Eckpunktvektoren r′fiCe = −r′Cefi positiv sind. Somit gilt fu¨r
ein von r geschnittenes Slave–Dreieck f :
det
h
r′fifi+1 r
′
fiCe
i
> 0 ∀ i ∈ [1, 2, 3] . (4.16)
Ist f gefunden, wird die Eindringtiefe unk des Kontaktelements anhand
von (4.14) und der Hesse–Normalform der Ebene von f bestimmt:
unk :=
¡
rCf − rCe
¢ · nf
ne · nf (4.17)
Falls die Slave–Fla¨che Hinterschneidungen im Kontaktgebiet aufweist,
kann die Bedingung (4.16) im Prinzip von mehreren aktiven Dreiecken der
Slave–Fla¨che erfu¨llt sein. Dann wird der Kandidat mit der kleinsten Ein-
dringtiefe unk verwendet.
Schließlich ist noch die Position Ck des Kontaktelements zu bestimmen.
Dieser Punkt soll na¨herungsweise auf der Beru¨hrfla¨che liegen und wird im
Weiteren als Ort zur Ermittlung des Relativgeschwindigkeitsvektors vk der
Oberfla¨chen und zum Einpra¨gen des resultierenden Kontaktkraftvektors Fk
herangezogen. Das angenommene Eindringtiefenverha¨ltnis (4.11) fu¨hrt zur
Kontaktelementposition:
rCk := rCe + λ · unk · nk. (4.18)
Abbildung 4.24 zeigt die nach der Master–Slave–Methode generierten
Kontaktelemente eines einfachen Schnittgebiets. In der Anwendung hat sich
dieses Verfahren als effiziente und robuste Lo¨sung erwiesen. Wegen seiner
unsymmetrischen Natur, bei der nur die Master–Polygone die Richtungen
und Fla¨chen der Kontaktelemente bestimmen, ist es allerdings insbesondere
bei gro¨ßeren Winkeldifferenzen zwischen Master- und Slave–Oberfla¨che mit
gewissen geometrischen Ungenauigkeiten behaftet.
Da die Master–Polygonfla¨che weitgehend die Diskretisierung bestimmt,
hat sie erheblichen Einfluss auf die Funktion des PCM: Sehr grobe Fla¨chen
lassen sich schnell auswerten, fu¨hren jedoch zu schlechterer Approximation,
wa¨hrend u¨berma¨ßig fein polygonalisierte Fla¨chen erhebliche Effizienzeinbu-
ßen verursachen. Daher sollte der Anwender die Master–Slave–Zuordnung
vor allem bei deutlichen Unterschieden der Polygongro¨ße der beiden Fla¨chen
sorgfa¨ltig treffen.
88 KAPITEL 4. POLYGONFLA¨CHEN–KONTAKTMODELL
innere Polygone
geschnittene Polygone
Kontaktelemente
Schnittpolygonzug
aktive Polygone
Me
Mf
aktiver Teil der
Master Fläche E
aktiver Teil der
Slave Fläche F
Abbildung 4.24: Kontakt der Scheitel zweier Paraboloide mit Kontakt-
elementgenerierung nach der Master–Slave–Methode
Zur Veranschaulichung kann man sich vorstellen, dass die Oberfla¨che des
Master–Ko¨rpers alleine aus elastisch gelagerten Drucksta¨ben in den Polygon-
schwerpunkten gebildet wird, wa¨hrend der Slave–Ko¨rper tatsa¨chlich seiner
Polygonoberfla¨che entspricht. Dies la¨sst sich auch ausnu¨tzen, indem ein kom-
plex geformter Ko¨rper als Master und sein einfach durch Polygone darstellba-
res Gegenu¨ber (z. B. der Boden als Ebene, die aus einem einzigen großen Drei-
eck besteht) als Slave modelliert werden. Mit umgekehrter Zuordnung kann
ein solches Modell allerdings nicht korrekt funktionieren, weil die einfache
Fla¨che als Master zu einer zu groben Diskretisierung der Beru¨hrfla¨che fu¨hrt;
im Extremfall bewegt sich der Slave–Ko¨rper ohne Kontaktkraftwirkung zwi-
schen den Kontaktelementen hindurch.
Sind beide Oberfla¨chen in etwa gleich fein polygonalisiert, kann das PCM
auch im sog. 2–Pass–Modus betrieben werden. Dann werden Kontaktelement-
generierung und -auswertung zuerst mit Fla¨che E und danach mit Fla¨che F
als Master ausgefu¨hrt und der Mittelwert der beiden resultierenden Kraft-
winder als Ergebnis verwendet. So erha¨lt man bei etwa doppeltem Rechen-
aufwand eine verbesserte Approximation, da sich der oben erwa¨hnte unsym-
metrische Charakter des Master–Slave–Ansatzes aufhebt.
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4.3.2 Variational–Interpolation–Methode
Mit der Variational–Interpolation–Methode wurde ein alternatives Verfah-
ren zur Kontaktelementgenerierung entwickelt und implementiert. Da es in
der Anwendung deutliche Schwa¨chen zeigte, wurde es jedoch nicht weiter
verfolgt. Aus diesem Grund wird die Methode im Folgenden auch nur grob
skizziert; fu¨r eine detaillierte Beschreibung der verwendeten Algorithmen, der
Implementierung und eines Anwendungsbeispiels wird auf [75] verwiesen.
Abbildung 4.25 zeigt an einem einfachen zweidimensionalen Beispiel die
vier wesentlichen Schritte des Variational–Interpolation–Verfahrens, welche
im Weiteren kurz beschrieben werden.
Interpolation der aktiven Fla¨chen
Im ersten Schritt werden die aktiven Fla¨chenteile interpoliert, sodass fu¨r je-
den Schnitt eine implizite Funktion fE durch die Eckpunkte auf der Fla¨che E
und eine weitere Funktion fF durch diejenigen der Fla¨che F entsteht. Dabei
werden zusa¨tzlich auf beiden Seiten die Eckpunkte der zugeho¨rigen Schnitt-
polygonzu¨ge als Stu¨tzstellen vorgegeben.
Die Ermittlung der Funktionen erfolgt durch Variational Interpolation
[76, 77, 78, 79, 80, 81]. Dieses erst seit wenigen Jahren in der Computergrafik
angewendete Verfahren erlaubt eine sehr glatte und
”
weiche“ Interpolation
von Polygonfla¨chen. Als Ergebnis erha¨lt man eine Feldfunktion, welche als
in impliziter Form
f(x) = 0 (4.19)
dargestellte Fla¨che durch sa¨mtliche Eckpunkte ci der Polygone verla¨uft.
Aus (4.19) geht bereits ein Teil der Interpolationsbedingungen hervor: Die
gesuchte Funktion f muss fu¨r jede Eckpunktposition x = ci verschwinden.
Um eine robuste Interpolation zu erreichen, werden beim PCM zu jedem
Eckpunkt zwei weitere Stu¨tzpunkte generiert, die in geringem Abstand δ =
0,01 auf der gemittelten Normalen der benachbarten Polygone liegen und die
Funktionswerte f = ±10 vorgeben (normal constraints) [76].
Hinter dem Begriff Variational Interpolation steht die Ansatzfunktion
f(x) =
X
i
di Φ(x− ci) + p0 + p1x + p2y + p3z (4.20)
mit radialen Basisfunktionen
Φ(x) = x2 log(|x|) (4.21)
welche sich mittels Variationsrechnung aus einer Analogie zur minimalen Ver-
formungsenergie einer elastischen Platte ableitet (thin–plate interpolation)
[76]. Einsetzen der Interpolationsbedingungen an den Stu¨tzpunkten ci fu¨hrt
zu einem linearen, eindeutig lo¨sbaren Gleichungssystem fu¨r die Wichtungs-
faktoren di und die Polynomkoeffizienten pj.
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Abbildung 4.25: Die Kontaktelementgenerierung nach der Variational–Inter-
polation–Methode erfolgt in vier Schritten
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U¨berblendung der Beru¨hrfla¨che
Die U¨berfu¨hrung der aktiven Fla¨chenteile in implizite Darstellung ist ein vor-
bereitender Schritt zur U¨berblendung der Beru¨hrfla¨che. Dabei wird in An-
lehnung an ein Morphing–Verfahren aus der Computergrafik [82] ein stufen-
loser U¨bergang zwischen zwei impliziten Fla¨chen mittels Linearkombination
erzielt. Die grundlegende Idee ist, diese Methode zur Verwandlung von ei-
ner zu einer anderen Oberfla¨che auf die aktiven Fla¨chenteile der gefundenen
Schnitte anzuwenden:
fB(x) := λ fE(x) + (1− λ) fF (x) (4.22)
So erha¨lt man mit λ nach (4.11) eine Approximation fB der Beru¨hrfla¨che.
Triangulierung der Beru¨hrfla¨che
Um das Kontaktproblem der numerischen Behandlung zuga¨nglich zu ma-
chen, wird die in impliziter Darstellung vorliegende Beru¨hrfla¨che trianguliert,
d. h. in eine aus Dreiecken bestehende Polygonfla¨che u¨berfu¨hrt. Zur Lo¨sung
dieser Aufgabe existieren zahlreiche Algorithmen, die sich in erster Linie in
volumenbasierte [83, 84] und fla¨chenbasierte [85, 86, 87, 88, 89] Ansa¨tze unter-
teilen lassen. Fu¨r die Variational–Interpolation–Methode wurde das fla¨chen-
basierte Marching Triangles Verfahren nach Hartmann [88] implementiert,
weil es eine gleichma¨ßige Diskretisierung bei geringem Rechenaufwand ver-
spricht.
Bei der Triangulierung werden die gefundenen Schnitte sequenziell ab-
gearbeitet. Zuna¨chst werden die zugeho¨rigen Schnittpolygonzu¨ge in initiale
Frontpolygone u¨berfu¨hrt, deren Eckpunkte in etwa im Abstand der fu¨r die
Triangulierung angestrebten Seitenla¨nge δt auf den Schnittlinien liegen. Wie
ihr Name andeutet, trennen die Frontpolygone im Weiteren den bereits trian-
gulierten Teil der Schnittfla¨che von den noch zu bearbeitenden Abschnitten
und schnu¨ren diese nach und nach ein.
Die Grundoperation des Algorithmus wird sukzessive immer am Front-
polygoneckpunkt P0 mit dem gro¨ßten Frontwinkel ω zwischen allen benach-
barten Linien ausgefu¨hrt (Abbildung 4.26). Zuerst werden die zugeho¨rigen
Eckpunkte in die Tangentialebene, die durch den Gradienten der Feldfunk-
tion gegeben ist, projiziert. Dann wird der dazwischen liegende Winkelbereich
so oft unterteilt, dass sich eine mo¨glichst geringe Abweichung vom angestreb-
ten Triangulierungswinkel von 60◦ ergibt. Ausgehend von im Abstand δt vom
Ausgangspunkt auf diesen Polarlinien liegenden Punkten qi ergeben sich die
neuen Eckpunkte Pi der Polygonfla¨che durch Ru¨ckprojektion von der Tan-
gentialebene auf die implizite Fla¨che.
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Abbildung 4.26: Generierung neuer Dreiecke am Eckpunkt P0 mit dem
gro¨ßten Frontwinkel ω des gestrichelt dargestellten Frontpolygons
Vor jeder Grundoperation ermittelt der Algorithmus außerdem die paar-
weisen Absta¨nde zwischen den Eckpunkten der Frontpolygone und schließt
bei Unterschreitung der Referenzla¨nge δt die Lu¨cke, sodass ein Frontpolygon
geteilt werden kann oder zwei Frontpolygone zu einem einzigen verschmelzen
ko¨nnen [75, 88]. Die Triangulierung ist abgeschlossen, wenn sa¨mtliche Front-
polygone bearbeitet wurden. Abbildung 4.27 zeigt die Triangulierungen einer
Beru¨hrfla¨che fu¨r zwei verschiedene Referenzla¨ngen.
Erzeugung der Kontaktelemente
Liegt die Beru¨hrfla¨che in triangulierter Form vor, lassen sich sehr einfach
Kontaktelemente generieren. Jedes Dreieck ergibt ein Element mit iden-
tischem Fla¨cheninhalt Ak und Normalenvektor nk sowie dem Ort seines
Schwerpunkts als Position Ck. Zur Bestimmung der Eindringtiefe unk la¨sst
sich prinzipiell der entlang des Normalenvektors gemessene Abstand zwischen
den unverformten Oberfla¨chen in polygonaler oder impliziter Form heran-
ziehen. Fu¨r das PCM wurde eine iterative Berechnung der Schnittpunkte der
Normalen mit den interpolierten Fla¨chen implementiert.
Die Generierung der Kontaktelemente mittels Variational Interpolation
birgt einige prinzipielle Vorteile gegenu¨ber dem Master–Slave–Verfahren. Ins-
besondere kann die Auflo¨sung der Diskretisierung der Beru¨hrfla¨che anhand
des Parameters δt vo¨llig unabha¨ngig von den gegebenen Polygonoberfla¨chen
gewa¨hlt werden. Außerdem entstehen keine Na¨herungsfehler durch unsym-
metrische Anordnung und Fla¨chenbestimmung der Kontaktelemente. Doch
4.3. BESTIMMUNG DER KONTAKTELEMENTE 93
dt = 10 cm
dt = 5 cm
Abbildung 4.27: Triangulierung der doppelt berandeten Beru¨hrfla¨che zwi-
schen einer Kugel und einem Kegel fu¨r zwei unterschiedliche Referenz-
la¨ngen δt
nachdem Variational Interpolation zuna¨chst als favorisierte Lo¨sung entwi-
ckelt worden war, wurde nach den ersten praxisnahen Vergleichssimulationen
die Master–Slave–Methode bevorzugt.
Als entscheidender Nachteil des Verfahrens ist seine Untauglichkeit fu¨r
MKS–Simulationen unter Verwendung impliziter Integratoren zu nennen (s.
Abschnitt 2.3). Wa¨hrend sich die Master–Slave–Methode a¨hnlich problemlos
wie eindimensionale Kraftelemente (s. Abschnitt 3.5.1) erwies, fu¨hrte Varia-
tional Interpolation zu extrem kleinen Integrationsschrittweiten im Mikro-
sekundenbereich.
Fu¨r dieses Verhalten gibt es mehrere Ursachen. Erstens ko¨nnen klein-
ste Vera¨nderungen der relativen Lage der Ko¨rper eine ganz unterschiedliche
Triangulierung des Kontaktgebiets nach sich ziehen, sodass sich verha¨ltnis-
ma¨ßig große Abweichungen im resultierenden Kontaktkraftvektor ergeben.
Zweitens vera¨ndert sich wa¨hrend dynamischer Kontaktvorga¨nge sta¨ndig die
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Untermenge der aktiven Polygone der Oberfla¨chen. Dabei bewirkt jede Zu-
oder Abschaltung eines Polygons sprunghaft neue bzw. wegfallende Stu¨tz-
punkte der Interpolation, sodass die resultierende Beru¨hrfla¨che unmittel-
bar eine neue Gestalt annimmt. Und schließlich erscheint die Verwendung
von Newton–Iterationen zur Projektion neuer Eckpunkte und zur Bestim-
mung der Kontaktelementeindringtiefen problematisch, weil die durch das
PCM berechnete Kontaktkraft in die Funktionsauswertung des u¨bergeordne-
ten Newton–Verfahrens des Integrators eingeht.
Numerisch betrachtet bleibt der als Differenz zwischen berechnetem und
tatsa¨chlichem Kontaktkraftvektor definierte Modellfehler
∆F (p) := FPCM(p)− Freal(p) (4.23)
bei der Variational–Interpolation–Methode zwar beschra¨nkt, ha¨ngt aber
nicht glatt von den Lagekoordinaten p des Systems ab. Somit fu¨hrt die nume-
rische Differentiation zur Bestimmung der Jacobimatrix der Systemfunktion
(s. Abschnitt 2.3) ha¨ufig zu unbrauchbaren Ergebnissen und folglich erheblich
beeintra¨chtigter Korrektoriteration der Zeitintegration.
Neben den numerischen Schwierigkeiten im Zusammenspiel mit implizi-
ten Integratoren erwies sich die Variational–Interpolation–Methode auch als
zu rechenaufwa¨ndig. Selbst bei moderater Vorgabe der Dreiecksgro¨ße fu¨r die
Triangulierung fu¨hrte das Verfahren mitunter zu Rechenzeiten im Sekunden-
bereich fu¨r eine einzige Funktionsauswertung. Damit sind keine Simulationen
mit MKS–typisch hoher Effizienz mehr mo¨glich.
Wegen der genannten Probleme erwies sich die U¨bertragung der Variatio-
nal–Interpolation von der Computergrafik auf die Kontaktkraftberechnung in
MKS als kaum praktikabel. In den Anwendungen (s. Kapitel 5) wird deshalb
das erheblich vorteilhaftere Master–Slave–Verfahren bevorzugt.
4.4 Bestimmung der Kontaktkraft
Die Berechnung der Kontaktkraft orientiert sich im Wesentlichen am Rand-
schichtmodell (s. Abschnitt 3.4.2), kombiniert mit Ideen der Halbraumap-
proximation (s. Abschnitt 3.4.1) und von Kontakt–Kraftelementen (s. Ab-
schnitt 3.5.1).
Die zuvor beschriebene Diskretisierung der Beru¨hrfla¨che in Kontakt-
elemente a¨hnelt im geometrischen Prinzip der Halbraumapproximation.
Allerdings bringen die Verfahren des PCM den Vorteil mit sich, dass kei-
ne Beru¨hrebene beno¨tigt wird, sondern beliebig geformte Kontaktgebiete
na¨herungsweise entlang der tatsa¨chlichen Beru¨hrfla¨che unterteilt werden.
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Hinsichtlich der mathematischen Modellbildung orientiert sich das PCM
dagegen am einfacheren Randschichtmodell, bei dem von starren Ko¨rpern
ausgegangen wird, welche mit linear–elastischen Randschichten u¨berzogen
sind. Dies fu¨hrt in Kombination mit der Diskretisierung der Beru¨hrfla¨che
zu voneinander unabha¨ngigen Kontaktelementen, deren Kraftgesetze weit-
gehend denen eindimensionaler Kontakt–Kraftelemente entsprechen.
Neben der fu¨r das Randschichtmodell typischen Entkopplung der
Kontaktelemente wird auch die Ru¨ckwirkung von tangentialen zu normalen
Kontaktspannungen vernachla¨ssigt, d. h. es wird wie bei einfacheren Kontakt-
modellen u¨blich von quasiidentisch elastischen Ko¨rpern (κ = 0 nach (3.14))
ausgegangen.
4.4.1 Bestimmung der Normalkraft
Das PCM implementiert eine erweiterte Version des klassischen Randschicht-
modells nach (3.21). Dabei werden beide Starrko¨rper E und F als von linear–
elastischen Randschichten u¨berzogen betrachtet, die durch ihre elastischen
Module KE und KF nach (3.22) und ihre Dicken bE und bF bestimmt werden.
Aus diesen Gro¨ßen berechnet das PCM entsprechend einer Reihenschaltung
linearer Druckfedern eine kombinierte Randschichtsteifigkeit
cl :=
clE · clF
clE + clF
(4.24)
mit
clE =
KE
bE
= 1− νE
(1 + νE)(1− 2νE) ·
EE
bE
clF =
KF
bF
= 1− νF
(1 + νF )(1− 2νF ) ·
EF
bF
(4.25)
sowie das statische Verha¨ltnis (4.11) der elastischen Eindringtiefen
λ :=
clF
clE + clF
, (4.26)
welches in (4.18) bzw. (4.22) bereits zur Bestimmung der Kontaktelemente
herangezogen wurde. Insbesondere kann hierbei einer der beiden Ko¨rper starr
modelliert werden, sodass cl der Randschichtsteifigkeit des anderen Ko¨rpers
entspricht und λ den Grenzwert 0 (Ko¨rper E starr) bzw. 1 (Ko¨rper F starr)
annimmt.
Mit (3.21) ergibt sich fu¨r ein Kontaktelement unter Annahme konstanter
Druckspannung u¨ber seine gesamte Fla¨che Ak
Fck := cl · Ak · unk (4.27)
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als elastische Normalkraftkomponente bei der Eindringtiefe unk. Dieses Kraft-
gesetz entspricht einem linear–elastischen Kontakt–Kraftelement (3.25) mit
der Federsteifigkeit ck = cl · Ak. Die weiteren Kraftkomponenten wurden
im umgekehrten Sinne der Analogie in Anlehnung an die eindimensionalen
Kraftelemente entwickelt. So beru¨cksichtigt das PCM die Materialda¨mpfung
der Randschichten anhand einer fla¨chenbezogenen Da¨mpfungskonstante dl,
sodass sich als da¨mpfende Normalkraftkomponente
Fdk :=
½
dl · Ak · vnk : unk ≥ ud
dl · Ak · vnk · unkud : unk < ud
(4.28)
ergibt. Dabei steht
vnk = nk · vk (4.29)
fu¨r den in Normalenrichtung projizierten Anteil der Relativgeschwindigkeit
vk = vMeMf + ωMeMf × rMf Ck (4.30)
der beiden Ko¨rper an der Position Ck des Kontaktelements. Mit dem Parame-
ter ud kann außerdem eine Eindringtiefe vorgegeben werden, bis zu welcher
die Da¨mpfungskraft linear eingeblendet wird. Auf diese Weise lassen sich
unrealistische Kraftspru¨nge bei schnellen Kontaktvorga¨ngen vermeiden.
Zur Berechnung der gesamten Normalkraft Fnk wird ein weiterer empiri-
scher Ansatz verwendet, um beim Lo¨sen des Kontakts Zugkra¨fte auszuschlie-
ßen:
Fnk :=
½
Fck + Fdk : Fck + Fdk > 0
0 : Fck + Fdk ≤ 0 (4.31)
4.4.2 Bestimmung der Tangentialkraft
Die tangentiale Reibungskraft wird in Abha¨ngigkeit der tangentialen Relativ-
geschwindigkeit
vtk = vk − vnk · nk (4.32)
vtk = |vtk| (4.33)
und der Normalkraft Fnk des Kontaktelements bestimmt:
Ftk :=
(
µ · Fnk : vtk ≥ vε
µ · Fnk · vtkvε
³
2− vtk
vε
´
: vtk < vε
(4.34)
Damit wird die in Abbildung 3.15 dargestellte Approximation des Coulomb-
schen Reibgesetzes mit quadratischer Regularisierung implementiert: Fa¨llt
die Gleitgeschwindigkeit unter eine gegebene kleine Grenze vε, wird die Rei-
bungskraft ausgeblendet, um den mengenwertigen Haftzustand zu vermeiden.
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Der gesamte Kraftvektor Fk des Kontaktelements ergibt sich durch Pro-
jektion der Normalkomponente Fnk in seine Normalenrichtung nk und der
tangentialen Komponente Ftk in Richtung des tangentialen Relativgeschwin-
digkeitsvektors vtk:
Fk = Fnk · nk + Ftk · vtk
vtk
(4.35)
Entsprechend der in MKS–Programmen u¨blichen Konvention berechnet
das PCM die im Ursprung des Koppelmarkers Mf auf den Ko¨rper E wirken-
de Kontaktkraft. Somit ergibt sich der resultierende Momentenvektor eines
Kontaktelements zu (Abbildung 4.23):
Mk = rMf Ck × Fk (4.36)
Schließlich werden die Kra¨fte und Momente aller Kontaktelemente zum
resultierenden Gesamtkraftwinder aufaddiert:
F
Mf
E =
X
k
Fk (4.37)
ME =
X
k
Mk (4.38)
Die vorgestellte Bestimmung der Kontaktkraft ist strukturell sehr ein-
fach: Es mu¨ssen weder dynamische oder diskrete Zusta¨nde verwaltet werden,
noch sind Zwangsbedingungen oder iterative Schritte erforderlich. Stattdes-
sen la¨sst sich fu¨r einen gegebenen relativkinematischen Zustand der Ko¨rper
auf Lage- und Geschwindigkeitsebene direkt und eindeutig der resultierende
Kontaktkraftwinder berechnen. Das PCM stellt somit sehr niedrige Anforde-
rungen an das MKS–Programm und arbeitet bei zweckma¨ßiger Diskretisie-
rung verha¨ltnisma¨ßig effizient gegenu¨ber vergleichbaren Kontaktmodellen.
Allerdings eignen sich die in den Abschnitten 4.2 und 4.3 entwickelten
geometrischen Verfahren zur Generierung diskretisierter Beru¨hrfla¨chen prin-
zipiell auch fu¨r komplexere Kontaktmodelle. So ließe sich das Kraftgesetz
der Kontaktelemente fu¨r entsprechende Anwendungen durch andere rheologi-
sche Modelle ersetzen, um beispielsweise fließendes oder plastisches Material-
verhalten zu simulieren. Zur verbesserten Darstellung der Reibung ko¨nnte
das im Abschnitt 3.5.1 erwa¨hnte Bu¨rstenmodell implementiert werden, wel-
ches Haftreibung realita¨tsnah abbildet. Schließlich bo¨te sich fu¨r sehr hohe
Genauigkeitsanforderungen die Halbraumapproximation (s. Abschnitt 3.4.1)
an, welche die tatsa¨chliche Gestalt der Beru¨hrfla¨che beru¨cksichtigt und par-
tielle Gleitzusta¨nde auflo¨sen kann. Da die meisten dieser Methoden Kontakt-
elemente mit internen Zustandsvariablen erfordern, sind sie allerdings nur
mit der Master–Slave–Methode vereinbar, weil nur hier eine feste Zuordnung
zwischen Zusta¨nden und Kontaktelementen anhand der Polygon–IDs mo¨glich
ist.
Kapitel 5
Simulationsergebnisse
In diesem Kapitel werden mit dem PCM berechnete Simulationsergebnisse
vorgestellt und diskutiert. Sie stammen aus umfangreichen Testsimulatio-
nen, die die Entwicklung des PCM im fortgeschrittenen Stadium begleiteten
und auch beeinflussten. Sa¨mtliche Beispiele sind akademischer Natur, d. h.
es werden keine konkreten Probleme aus der Praxis gelo¨st, sondern selbst
definierte Szenarien simuliert, die zielgerichtete Analysen der Kontaktmodel-
lierung ermo¨glichen. Somit ko¨nnen sie Plausibilita¨t, Robustheit und Effizienz
des Verfahrens demonstrieren, nicht aber zur Verifikation anhand gemessener
Daten dienen.
Alle Simulationen wurden mit dem kommerziellen MKS–Programm SIM-
PACK [3] in der Version 8.600 berechnet, wobei das PCM als gewo¨hnli-
ches User–Kraftelement eingebunden wurde. Die Modelldaten, der PCM–
Quellcode (s. Anhang A) sowie die Interface–Routinen zu SIMPACK sind
u¨ber die PCM–Webseite [74] erha¨ltlich.
5.1 Plausibilita¨t
Die ersten Simulationen wurden mit einem sehr einfachen Modell durch-
gefu¨hrt, welches statischen, da¨mpfungs- und reibungsfreien Kontakt zwischen
einem Rad und dem Boden beschreibt (Abbildung 5.1).
Die Oberfla¨che des Bodens bilden acht inertial feste, koplanare Dreiecke.
Die aus 416 Dreiecken bestehende, das Rad beschreibende Polygonfla¨che wur-
de einer freien Internet–Bibliothek [90] entnommen. Das Rad ist 201 mm breit
und hat einen Durchmesser von 571 mm.
Fu¨r die Kontaktkraftberechnung mit dem PCM wurden folgende Para-
meter vorgegeben: Am Boden (Fla¨che F ) wird von einer bF = 1,0 mm
dicken Randschicht ausgegangen, die einen Elastizita¨tsmodul von EF = 5,0 ·
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Abbildung 5.1: Modell zur Demonstration der statischen Eigenschaften des
PCM: Kontakt zwischen Rad und ebenem Boden
106 N/m2 und eine Querkontraktionszahl von νF = 0,2 aufweist, wa¨hrend das
Rad (Fla¨che E) mit bE = 1,0 cm, EE = 3,0 · 106 N/m2 und νE = 0,4 durch
eine ho¨here Nachgiebigkeit gekennzeichnet ist. So ergibt sich nach (4.24) und
(4.26) eine kombinierte Randschichtsteifigkeit von cl = 5,76 · 108 N/m3 und
ein elastisches Eindringtiefenverha¨ltnis von λ = 0,896.
Zur statischen Analyse dieses Kontaktproblems wurden 500 Auswertun-
gen durchgefu¨hrt, zwischen denen der Radmittelpunkt in 0,04–mm–Schritten
nach unten versetzt wurde. Da das System keinen mechanischen Freiheitsgrad
besitzt und weder Da¨mpfung noch Reibung beru¨cksichtigt werden, erha¨lt
man so ein vollelastisches Kraftgesetz zwischen der Anna¨herung der Ko¨rper-
referenzssysteme und der vertikalen Druckkraft.
Zuna¨chst sollen jedoch einige geometrische Zwischenergebnisse betrachtet
werden. Im oberen Diagramm der Abbildung 5.2 wird die Anzahl der durch
die Kollisionserkennung ermittelten Schnittlinien zwischen den beiden Ober-
fla¨chen dargestellt. Die Stufenform ergibt sich aus der hohen Regelma¨ßigkeit
der Anordnung: In bestimmten Positionen tauchen neue Polygonreihen des
Rads in den Boden ein.
Das mittlere Diagramm zeigt die Anzahl der aktiven Kontaktelemente.
Die Master–Slave–Methode liefert (mit der Radoberfla¨che als Master) die
rote/dunkelgraue Kurve. Auch hier resultiert ein stufenweise ansteigender
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Abbildung 5.2: Anzahl der Schnittlinien, der Kontaktelemente und gesamte
Kontaktelementfla¨che in Abha¨ngigkeit der Eindringtiefe
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Abbildung 5.3: Vertikalkraft in Abha¨ngigkeit der Eindringtiefe
Verlauf, da wa¨hrend der Absenkung immer mehr Dreiecksschwerpunkte un-
ter die Bodenfla¨che gelangen. Deutlich instabiler verha¨lt sich dagegen die
gru¨n/hellgrau dargestellte Variational–Interpolation–Methode, hier bei einer
Referenzla¨nge der Triangulierung von δt = 30 mm, die außerdem zu einer
wesentlich feineren Diskretisierung fu¨hrt. Das Rauschen la¨sst sich auf die in
Abschnitt 4.3.2 erla¨uterte Sensitivita¨t des Triangulierungsverfahrens gegen-
u¨ber kleinsten A¨nderungen der Anfangsbedingungen zuru¨ckfu¨hren.
Fu¨r die gesamte Fla¨che aller Kontaktelemente (unteres Diagramm) ergibt
sich ein anna¨hernd linearer Zusammenhang. Dabei stimmen Master–Slave-
und Variational–Interpolation–Methode unter Beibehaltung ihrer Charakte-
ristika gut u¨berein.
Abbildung 5.3 zeigt den Verlauf der vertikalen Druckkraft u¨ber der Ein-
dringtiefe. Beide Verfahren zur Kontaktelementgenerierung liefern progres-
sive Kraftgesetze, wobei allerdings die Variational–Interpolation–Methode
deutlich ho¨here Werte ergibt und zudem u¨berraschenderweise zwei ausge-
pra¨gte Spru¨nge aufweist.
Um diese Unstetigkeiten im Detail zu analysieren, wurden die beiden
an den zweiten Sprung angrenzenden Zusta¨nde mit 9,54 mm und 9,58 mm
Eindringtiefe untersucht. Abbildung 5.4 zeigt die zugeho¨rigen approximierten
Beru¨hrfla¨chen. Die Ursache des plo¨tzlichen Anstiegs der Kontaktkraft liegt
offenbar in einer erheblichen Vera¨nderung des Ergebnisses der Variational
Interpolation, wenn die Ecken der Dreiecke am linken Rand der Lauffla¨che
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d = 9,54 mm d = 9,58 mm
Abbildung 5.4: U¨berschwingen der durch Variational Interpolation approxi-
mierten Beru¨hrfla¨che
ins Schnittgebiet gelangen. Da die Polygonfla¨che des Rads auf der rechten
Seite einen etwas gro¨ßeren Durchmesser aufweist, entsteht zwischen 7,66 mm
und 7,70 mm Eindringtiefe auf gleiche Weise der erste Sprung.
Wie im Abschnitt 4.3.2 gezeigt wurde, dienen die Eckpunkte der aktiven
Fla¨chenteile als Stu¨tzpunkte der Variational Interpolation. Sobald ein Drei-
eck auf der Außenseite des Rads aktiv wird, kommt daher ein steil nach oben
fu¨hrender Punkt hinzu. In Abbildung 5.4 ist erkennbar, dass die Beru¨hr-
fla¨che dadurch sogar deutlich aus dem Schnittvolumen heraus schwingt, was
zu hohe Kra¨fte der Kontaktelemente zur Folge hat.
Die mit der Master–Slave–Methode ermittelte Weg–Kraft–Kurve verla¨uft
dagegen ausgesprochen glatt und streng monoton, obwohl hier eine wesentlich
gro¨bere Diskretisierung eingeht. Alle folgenden Ergebnisse wurden mit dem
Master–Slave–Verfahren berechnet.
Die gezeigte Anordnung von Rad und Boden war Grundlage weiterer
Simulationen, um die Implementierung des PCM prinzipiell zu testen. So
wurde die Energieerhaltung beim wiederholten da¨mpfungsfreien Kontakt im
Wechselspiel mit der Schwerkraft nachgewiesen und Fallversuche mit Da¨mp-
fung und Reibung simuliert, die ebenfalls plausible Ergebnisse lieferten.
5.2 Vergleich zum Hertzschen Modell
Im Rahmen dieser Arbeit wurde keine Verifikation des PCM anhand von Ver-
suchsergebnissen durchgefu¨hrt. Um dennoch die Korrektheit des Verfahrens
und seiner Implementierung nachzuweisen, wird im Folgenden ein Vergleich
von numerischen und theoretischen Ergebnissen aufgezeigt. In Anlehnung
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Abbildung 5.5: Modell zur Verifikation des PCM: Kontakt zweier Metall-
kugeln
an [17] dienen dabei das Randschichtmodell (s. Abschnitt 3.4.2) sowie das
Hertzsche Modell als Referenz.
Als Experiment wird der statische, reibungsfreie Kontakt zweier Kugeln
betrachtet (Abbildung 5.5). Die erste Kugel habe einen Radius von R1 =
20 cm und weise mit E1 = 105 · 109 N/m2 und ν1 = 0,25 die elastischen
Materialeigenschaften von Grauguss auf. Das Gegenu¨ber sei durch den halben
Radius R2 = 10 cm sowie E2 = 210 · 109 N/m2 und ν2 = 0,3 fu¨r Stahl
gekennzeichnet.
Fu¨r den Hertzschen Ansatz mu¨ssen die Oberfla¨chen im Zentrum des
Kontaktgebiets durch rotationssymmetrische Paraboloide zweiter Ordnung
approximiert werden. Daraus ergibt sich mit dem effektiven Radius
R =
1
1
R1
+ 1
R2
(5.1)
die Gap–Funktion
g(r) =
1
2R
r2 − d + u1(r) + u2(r) ≥ 0 (5.2)
mit der Eindringtiefe (der unverformten Profile) d der Kugeln und ihren
lokalen Verformungen u1 und u2 im radialen Abstand r von der gemeinsamen
Rotationsachse.
Das Hertzsche Modell [53] liefert einen von den Materialkenngro¨ßen un-
abha¨ngigen Beru¨hrkreisradius
ρH =
√
Rd (5.3)
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mit der Fla¨che
AH = piRd (5.4)
und eine elliptische Druckverteilung
p(r) =
2E∗d
piρH
s
1−
µ
r
ρH
¶2
(5.5)
mit dem kombinierten Elastizita¨tsmodul
E∗ =
1
1−ν2
1
E1
+
1−ν2
2
E2
. (5.6)
Als Kraftgesetz ergibt sich
FH(d) =
4
3
E∗
√
R · d 32 (5.7)
mit dem Exponenten 1,5.
Um der Referenz mo¨glichst nahe zu kommen, wird bei der folgenden Be-
trachtung des Problems mit dem Randschichtmodell von den gleichen para-
bolischen Oberfla¨chen ausgegangen. Die U¨berschneidung der unverformten
Profile fu¨hrt zum Beru¨hrkreisradius
ρR =
√
2Rd , (5.8)
welcher im Vergleich zu (5.4) einer doppelt so großen Beru¨hrfla¨che
AR = 2piRd (5.9)
entspricht. Dieser große Unterschied ist allein auf die Vernachla¨ssigung elas-
tischer Verformung infolge von Scherspannungen zuru¨ckzufu¨hren (vgl. Ab-
bildung 3.5) und macht bereits deutlich, dass das Randschichtmodell nur
bedingt mit dem Hertzschen Ansatz vergleichbar ist.
Fu¨r die Normalspannung im Beru¨hrgebiet liefert das Randschichtmodell
die parabolische Verteilung
p(r) = cl d
Ã
1−
µ
r
ρR
¶2!
, (5.10)
welche zum quadratischen Kraftgesetz
FR(d) = piclR · d2 (5.11)
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Abbildung 5.6: Vergleich der Kraftgesetze nach dem Hertzschen Modell und
dem Randschichtmodell
zwischen Eindringtiefe und Normalkraft fu¨hrt. Hierbei gehen in die kombi-
nierte Randschichtsteifigkeit cl nach (4.24) neben den Elastizita¨tsmodulen
und Querkontraktionszahlen auch die Randschichtdicken ein. Folglich la¨sst
sich die Kontaktsteifigkeit mit diesen zusa¨tzlichen Parametern beliebig ein-
stellen: Du¨nnere Randschichten fu¨hren zu ho¨heren Werten.
Hier wirkt sich das vom Hertzschen Ansatz wesentlich verschiedene physi-
kalische Modell der elastischen Randschichten auf ansonsten starren Ko¨rpern
aus. Dennoch wird das Randschichtmodell in der Praxis erfolgreich als Appro-
ximation fu¨r den Kontakt zwischen Ko¨rpern angewendet, die eigentlich der
Hertzschen Vorstellung von homogenem, linear–elastischem Material entspre-
chen, beispielsweise fu¨r den Rad–Schiene–Kontakt [17]. Dazu wird cl nicht
nach (4.24) berechnet, sondern durch Versuche oder Analogien bestimmt.
Wegen der unterschiedlichen Exponenten in (5.7) und (5.11) la¨sst sich al-
lerdings keine Randschichtsteifigkeit cl finden, fu¨r die das Randschichtmodell
das gleiche Kraftgesetz liefert wie das Hertzsche Modell. Um einen passen-
den Wert fu¨r den Kontakt der beiden Kugeln zu ermitteln, wurden deshalb
die Kennlinien der Kontaktkraft fu¨r Eindringtiefen bis 1,0 mm verglichen. In
Abbildung 5.6 ist ersichtlich, dass Randschichtdicken von 20 mm (auf beiden
Kugeln) eine recht gute Na¨herung ergeben. Daher wurde dieser Wert fu¨r die
numerische Simulation verwendet.
Zur Anwendung des PCM wurden die Kugeln im Beru¨hrbereich durch
Polygonfla¨chen approximiert, deren Stu¨tzpunkte auf einem a¨quidistanten
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Gitter liegen (Abbildung 5.5). In Kontaktnormalenrichtung erfu¨llen sie die
(als erster Term in (5.2) auftretende) Paraboloidgleichung, welche auch bei
den theoretischen Untersuchungen Verwendung fand.
Um den Einfluss der Oberfla¨chendiskretisierung zu veranschaulichen,
wurde die Simulation mit drei verschieden feinen Gittern durchgefu¨hrt: 5x5
steht mit 25 Stu¨tzpunkten (32 Dreiecke) fu¨r eine sehr grobe Teilung, 10x10
entspricht 100 und 20x20 400 Punkten (162 bzw. 722 Dreiecke). Da jeweils
Fla¨chen gleicher Auflo¨sung aufeinander trafen, fiel die Wahl des Verfahrens
zur Kontaktelementgenerierung auf die Master–Slave–Methode im 2–Pass–
Modus, sodass sich Ungenauigkeiten infolge unsymmetrischer Anordnung
weitgehend aufheben (s. Abschnitt 4.3.1).
Wie im Abschnitt 5.1 wurden viele (hier 220) einzelne statische Simulatio-
nen ausgefu¨hrt, bei denen die vertikale Position der oberen Kugel in gleichen
Schritten variiert wurde, sodass sich Eindringtiefen im Bereich d = -0,1...1,0
mm ergaben. Abbildung 5.7 zeigt die Gesamtfla¨che der Kontaktelemente so-
wie die Kontaktnormalkraft dieser Rechnungen im Vergleich zu den theore-
tischen Ergebnissen des Hertzschen Modells und des Randschichtmodells.
Fu¨r das Hertzsche Modell und das Randschichtmodell zeigt das obere Dia-
gramm die Kontaktfla¨che nach (5.4) bzw. (5.9). Wie zu erwarten konvergiert
die numerische Simulation mit feinerer Diskretisierung gegen das theoretische
Ergebnis des Randschichtmodells. Mit den gro¨ber geteilten Fla¨chen erha¨lt
man einen deutlich gestuften Funktionsverlauf, der fast sta¨ndig unterhalb
der Referenzlo¨sung liegt. Diese Charakteristik wird dadurch verursacht, dass
Polygone erst dann zur Kontaktfla¨che geza¨hlt werden, wenn ihr Schwerpunkt
im Kontaktgebiet liegt, sodass sie einen Beitrag zur Kontaktkraft leisten.
Ein a¨hnliches Verhalten zeigt die Kontaktnormalkraft, wobei bei der Dis-
kretisierung 5x5 Knicke statt Stufen zu beobachten sind. Auch hier bewir-
ken Diskretisierungsfehler stets niedrigere Werte, da die Annahme konstanter
Druckspannung bei der Berechnung der Normalkraft eines Kontaktelements
nach (4.27) signifikant verletzt wird.
Insgesamt verdeutlicht dieses Beispiel, dass das PCM bei geeigneter Dis-
kretisierung gegen das Randschichtmodell konvergiert. Im Vergleich zum in
der Technik ha¨ufig angewendeten Hertzschen Modell ergibt sich allerdings ein
wesentlicher Nachteil: Die Annahme starrer, mit einer du¨nnen, elastischen
Randschicht u¨berzogener Ko¨rper entspricht nur selten den realen Gegeben-
heiten, sodass die Randschichtsteifigkeit fu¨r eine brauchbare Approximation
nicht direkt u¨ber bekannte Geometrie- und Materialparameter bestimmt wer-
den kann. Andererseits birgt das PCM auch gegenu¨ber dem klassischen Rand-
schichtmodell den großen Vorteil, dass das Kontaktgebiet beliebig komplex
geformt und berandet sein darf. Unrealistische Ergebnisse sind lediglich bei
scharfen Kanten und Spitzen zu erwarten.
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Abbildung 5.7: Beru¨hrfla¨che und Kontaktkraft der Kugeln nach dem
Hertzschen Modell, dem Randschichtmodell sowie der numerischen PCM–
Simulation mit verschieden feinen Diskretisierungen
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5.3 Bouncing Bubbles
Die in diesem Abschnitt beschriebene Simulation dient als erstes Beispiel fu¨r
die Simulation im Zeitbereich. Dabei soll die Leistungsfa¨higkeit des PCM
demonstriert werden. Außerdem wird ausfu¨hrlich auf fu¨r die Anwendung be-
deutsame Zusammenha¨nge eingegangen.
Modellbeschreibung
Abbildung 5.8 zeigt das Bouncing Bubbles benannte Modell im Ausgangs-
zustand: Drei identische rotationssymmetrische Ko¨rper in Ruhe werden der
Erdgravitation mit g = −9,81 m/s2 ausgesetzt. Ihr Fall wird durch einen iner-
tial festen
”
Trichter“ in Form einer Pyramide mit quadratischem Grundriss
abgefangen. Im Weiteren sorgen die Kontaktkra¨fte der Bubbles untereinander
sowie zum Trichter fu¨r ein dynamisches Wechselspiel, welches allma¨hlich zum
Erliegen kommt, da ihre potentielle Anfangsenergie durch Kontaktda¨mpfung
und -reibung dissipiert (Animation s. [74]).
Ein Quadrat mit 2 m Seitenla¨nge bildet die obere O¨ffnung des 50 cm
hohen Trichters. Die zugeho¨rige Polygonfla¨che besteht aus nur vier Drei-
ecken. Die durch jeweils 950 Dreiecke dargestellten Bubbles sind 40 cm lang
und haben ein hantelfo¨rmiges Profil, dessen gro¨ßte Durchmesser von 20 cm
Abbildung 5.8: Anwendungsbeispiel fu¨r die Simulation mit dem PCM im
Zeitbereich: Bouncing Bubbles
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sich in der Mitte auf 10 cm verju¨ngen. Diese Form wurde gewa¨hlt, um kon-
kave Oberfla¨chenbereiche einzubeziehen und mehrfache sowie schmiegende
Beru¨hrungen hervorzurufen, welche mit eindimensionalen Kontaktmodellen
nicht analysiert werden ko¨nnen (s. Abschnitt 3.5.3).
Mit einer Masse von 2 kg und Tra¨gheitsmomenten von 0,01 kgm2 um die
La¨ngsachse und 0,02 kgm2 um die Querachsen wird eine relativ kleine Dichte
fu¨r die Bubbles angenommen. Zu Beginn der Simulation befindet sich ihr
Mittel- und Schwerpunkt 100 cm u¨ber der Spitze des Trichters. Die beiden
a¨ußeren Bubbles 2 (rot/dunkelgrau) und 3 (gru¨n/hellgrau) sind außerdem
um −30 cm bzw. 30 cm in Querrichtung sowie 20 cm bzw. −20 cm in La¨ngs-
richtung verschoben (Abbildung 5.8).
Bei den Bouncing Bubbles treten insgesamt sechs Kontaktpaarungen auf,
drei zwischen den Bubbles und dem Trichter sowie die drei weiteren mo¨gli-
chen Kombinationen der Bubbles untereinander. Dabei wird fu¨r die Bubbles
eine 1 cm dicke elastische Randschicht mit E = 5500 N/m2 und ν = 0,4
vorgegeben.
Der Trichter wird starr angenommen, sodass als Randschichtsteifigkeit
cl fu¨r die Kontakte zu den Bubbles direkt der Wert der Bubbles eingeht.
Weiter sind diese Kontaktpaarungen durch die fla¨chenbezogene Da¨mpfung
dl = 500 Ns/m
3 sowie die Gleitreibzahl µ = 0,25 bestimmt. Da nur in den
Schwerpunkten der als Master modellierten Polygonfla¨chen Kontaktelemente
wirken (s. Abschnitt 4.3.1), ko¨nnen hier nur die Bubbles als Master definiert
werden; anderenfalls wu¨rden sie wegen der extrem groben Diskretisierung des
Trichters zwischen seinen Kontaktelementen hindurch fallen.
Fu¨r die Kontakte zwischen den Bubbles ergibt sich die kombinierte Rand-
schichtsteifigkeit nach (4.24), wobei die elastischen Parameter ihrer Rand-
schicht auf beiden Seiten eingehen. Hier wird mit der Da¨mpfung dl = 1000
Ns/m3 und ebenfalls µ = 0,25 gearbeitet. Da die beteiligten Fla¨chen gleich
fein diskretisiert sind, kommt das 2–Pass–Verfahren zum Einsatz, welches Ap-
proximationsfehler durch den unsymmetrischen Master–Slave–Ansatz weit-
gehend ausgleichen kann (s. Abschnitt 4.3.1).
Der in (4.28) eingehende Verfahrensparameter zur Einblendung der
Da¨mpfungskraft wird fu¨r alle Kontakte mit ud = 1 mm angesetzt. Eben-
so wird u¨berall vε = 2,0 mm/s als Grenzgeschwindigkeit zur Regularisierung
des Reibgesetzes nach (4.34) benutzt. A¨hnlich wie Parameter zur Konfigura-
tion numerischer Lo¨sungsverfahren sind ud und vε aus Sicht des Anwenders
schwierig zu handhabende Gro¨ßen, weil sie im realen System nicht in dieser
Form vorkommen. Deshalb kann hier nur auf Erfahrungswerte oder Verifika-
tion durch Messungen zuru¨ckgegriffen werden.
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Ergebnisse
Alle im Folgenden dargestellten Ergebnisse wurden mit dem im Abschnitt 2.3
beschriebenen Integrationsverfahren DASSL, welches in SIMPACK auf die
Gear–Gupta–Leimkuhler–Formulierung [41] der MKS–Bewegungsgleichun-
gen angewendet wird, berechnet. Als absolute und relative Toleranzen wur-
den atol = rtol = 2,0 · 10−4 eingestellt. Damit die Schrittweiten wa¨hrend des
freien Falls am Anfang nicht zu groß werden, wurden sie auf hmax = 10 ms
beschra¨nkt; sonst kann die numerische Integration beim Aufprall der Bubbles
ineffizient und sogar instabil verlaufen.
Bevor auf die Ergebnisse im Einzelnen eingegangen wird, sei auf die ho-
he Sensitivita¨t des Systems hingewiesen. Ein solches Experiment, prinzipiell
verwandt mit der Ermittlung der Lottozahlen, wird in der Realita¨t stets zu
unterschiedlichen Bewegungsabla¨ufen fu¨hren, weil sich kleinste Sto¨rungen wie
Luftstro¨mungen, Temperaturschwankungen oder mikroskopische Unterschie-
de im Anfangszustand mit jedem der zahlreichen hochdynamischen Kontakt-
vorga¨nge sta¨rker auswirken. Diese chaotische Charakteristik spiegelt sich in
der Simulation wieder: Die Verwendung unterschiedlicher Integrationsverfah-
ren oder -parameter sowie selbst minimale Abweichungen in den physikali-
schen Systemgro¨ßen fu¨hren zu anfangs meist kaum merklichen, im Verlauf
der Bewegung jedoch immer signifikanteren Unterschieden. Somit ergaben
sich am Ende stets verschiedene Ruhelagen der Bubbles.
Trotz dieser hohen Empfindlichkeit erlaubt die Bouncing Bubbles Simu-
lation schon alleine durch Betrachtung der Animation eine Beurteilung des
PCM, denn die menschliche Bewegungsvorstellung vermag unrealistische Er-
gebnisse derartiger Experimente erstaunlich gut zu erkennen. So erschien das
Systemverhalten bei den ersten Versuchen augenscheinlich fehlerhaft, weil
Massen und Tra¨gheitsmomente der Bubbles in unrealistischem Verha¨ltnis
zueinander standen. Auch anfa¨ngliche Implementierungsfehler in der Berech-
nung der Da¨mpfungs- und Reibungskra¨fte waren deutlich in der Animation
erkennbar.
Abbildung 5.9 zeigt die Anzahl der Schnitte (s. Abschnitt 4.2.2) aller
sechs Kontaktpaarungen u¨ber der Zeit. Anhand dieser Diagramme la¨sst sich
das Geschehen wa¨hrend der ersten Sekunde recht gut nachvollziehen: Zuerst
prallen die beiden a¨ußeren Bubbles 2 und 3, wenig spa¨ter das mittlere mit
jeweils zwei Beru¨hrgebieten auf den Trichter. Nach kurzem freien Fall sind
Kontakte der a¨ußeren mit dem mittleren Bubble sowie zwischen 2 und 3 zu
erkennen. Noch bevor 1 wieder auf dem Trichter auftrifft, beru¨hren sich 2
und 3 ein weiteres Mal, kurzzeitig sogar zweifach.
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Abbildung 5.9: Anzahl der Schnitte zwischen Bubbles und Trichter (oben)
sowie der Bubbles untereinander
Diese ersten acht Kontakte mit insgesamt 13 Beru¨hrungen laufen, wie
theoretisch zu erwarten, symmetrisch zur mittleren vertikalen Achse des
Trichters ab. Doch im Weiteren stellen sich numerisch bedingte, bald do-
minierende Abweichungen ein.
In der Endlage sind vier Schnitte zwischen dem Trichter und Bubble 1 zu
beobachten (Abbildung 5.10). Dabei liegt es mit einem Ende wie eine Kugel in
der Mitte des Trichters (zwei Schnitte) und mit dem anderen an einer seiner
Kanten auf. Auch bei den Kontakten der Bubbles untereinander kommen
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Abbildung 5.10: Endlage der Bouncing Bubbles Simulation: Die Schnitte mit
dem Trichter sind von unten gesehen gut erkennbar
bis zu drei Schnitte gleichzeitig vor. Hier wird deutlich, dass dieser Vorgang
die Kontaktpunktbestimmung des klassischen eindimensionalen Ansatzes (s.
Abschnitt 3.5.3) bei Weitem u¨berfordern wu¨rde.
In Abbildung 5.11 wird die Anzahl der BV–Kollisionspru¨fungen darge-
stellt. Zwischen den Bubbles ist ein eindeutiger Zusammenhang mit den
Schnitten erkennbar. Dagegen ergibt sich bei den Kontakten zum Trichter
u¨berwiegend ein Sa¨ttigungswert von 7585, was der Gesamtzahl aller Pru¨fun-
gen zwischen den sieben BVs des Trichters und den 1899 BVs eines Bubbles
entspricht. Sehr grob diskretisierte Fla¨chen ko¨nnen den Rechenaufwand also
erheblich erho¨hen, weil die zugeho¨rige BV–Hierarchie entsprechend flach wird
und ihre Aufgabe, mo¨glichst viele Polygonpaarungen von der elementaren
Analyse auszuschließen, nur noch ungenu¨gend erfu¨llt. Auf diese Problematik
wird am Ende des Abschnitts na¨her eingegangen.
Abbildung 5.12 zeigt die Anzahl der elementaren Analysen, d. h. Schnitt-
tests von Dreiecken bei der Kollisionserkennung der jeweiligen Fla¨chenpaa-
rung. Wie zu erwarten a¨hneln die Verla¨ufe denen der BV–Tests (Abbildung
5.11). Die absoluten Zahlen sind jedoch deutlich kleiner, weil die elementa-
re Analyse nur fu¨r die sich schneidenden Bla¨tter der BV–Hierarchie durch-
gefu¨hrt wird (s. Abschnitt 4.1.3).
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Abbildung 5.11: Anzahl der Kollisionstests zwischen den Hu¨llvolumina der
Bouncing Bubbles Kontakte
Ebenfalls qualitativ a¨hnlich, aber quantitativ noch einmal erheblich klei-
ner, ist die Anzahl der gefundenen Schnittlinien zwischen den Bubbles (Abbil-
dung 5.13 unten). Bei den Kontakten zwischen den Bubbles und dem Trichter
(oben) wird hingegen deutlich, dass die flache BV–Hierarchie des Trichters
bei fast jeder Auswertung viele tausend vergleichsweise rechenaufwa¨ndige, er-
gebnislose Schnitttests verursacht, denn nur ein kleiner Teil der in Abbildung
5.11 angegebenen BV–Kollisionspru¨fungen liefert schneidende Polygonpaare.
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Abbildung 5.12: Anzahl der Schnitttests zwischen Dreiecken der Bouncing
Bubbles Kontaktfla¨chenpaarungen
Die Anzahl der Schnittpolygonzu¨ge wird hier nicht dargestellt, weil sie mit
der Anzahl der Schnitte (Abbildung 5.9) nahezu identisch ist. Nur an eini-
gen wenigen Stellen sind mehr Schnittpolygone als Schnitte bei Beru¨hrungen
zwischen den Bubbles zu beobeachten, was auf mehrfach berandete Kontakt-
gebiete hinweist. Diese ko¨nnen bei schmiegender Beru¨hrung vorkommen,
wenn etwa infolge der Polygonrepra¨sentation der Oberfla¨chen ein einzelner
Eckpunkt aus dem Schnittvolumen herausragt.
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Abbildung 5.13: Anzahl der gefundenen Schnittlinien zwischen Dreiecken der
Bouncing Bubbles Kontaktfla¨chenpaarungen
Abbildung 5.14 zeigt die Anzahl der wirkenden Kontaktelemente. Selbst
bei den großen Eindringtiefen wa¨hrend der ersten Kontakte zwischen den
Bubbles und dem Trichter sind maximal 171 Elemente aktiv. In der gleichen
Gro¨ßenordnung liegt die Anzahl der Elemente zwischen den Bubbles, wobei
hier einerseits eine anna¨hernde Verdoppelung durch den 2–Pass–Modus ent-
halten ist, andererseits aber geringere Aufprallgeschwindigkeiten auftreten.
Da die Bubbles recht gleichma¨ßig diskretisiert sind, a¨hneln die in Abbil-
dung 5.15 dargestellten Diagramme der Beru¨hrfla¨chen denen der Anzahl der
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Abbildung 5.14: Anzahl der wirksamen Kontaktelemente bei der Bouncing
Bubbles Simulation
Kontaktelemente. Interessant ist, dass hier bereits bei den ersten Kontakten
zwischen den Bubbles leicht unsymmetrische Verla¨ufe zu beobachten sind.
Wie im Abschnitt 4.4 gezeigt wurde, ergibt sich die Kontaktkraft des
PCM als Summe aller wirksamen Kontaktelemente. Es fa¨llt also eine sich
i. Allg. sta¨ndig a¨ndernde, ggf. sehr große Anzahl kinematischer Eingangs-
und dynamischer Ausgangsgro¨ßen an, deren vollsta¨ndige Erfassung weder
sinnvoll noch mit ertra¨glichem Aufwand implementierbar ist. Um dennoch
mehr Informationen als nur die resultierenden Kraft- und Momentenvekto-
ren einer Kontaktpaarung bereitzustellen, liefert das PCM einige gewichtete
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Abbildung 5.15: Im PCM entspricht die Kontaktfla¨che der Summe der
Fla¨chen der wirksamen Kontaktelemente
Werte sowie extremale Gro¨ßen wie etwa die maximale Normalspannung aller
Kontaktelemente.
So zeigt Abbildung 5.16 die anhand der Kontaktelementfla¨chen gewich-
tete Eindringtiefe
u¯n =
P
k unkAkP
k Ak
, (5.12)
welche in vielen Fa¨llen ein brauchbares Maß fu¨r die gesamte U¨berschneidung
der Kontaktoberfla¨chen darstellt. Als weitere zusa¨tzliche Ergebnisse gibt das
PCM die maximale Eindringtiefe, die minimale, gewichtete und maximale
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Abbildung 5.16: Gewichtete Eindringtiefe der Bouncing Bubbles nach (5.12)
Normal- und Tangentialgeschwindigkeit und die gewichtete und maximale
Normal- und Tangentialspannung aus. Außerdem wird z. B. zur Visualisie-
rung durch
r¯MeC =
P
k |Fk| rMeCkP
k |Fk|
(5.13)
sowie
n¯ =
P
k |Fk|nkP
k |Fk|
(5.14)
eine durch den Kraftbetrag gewichtete Position sowie Wirkrichtung der ge-
samten Kontaktkraft berechnet.
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Numerik und Effizienz
Die jeweils sechs Freiheitsgrade der Bubbles fu¨hren zu 36 Zustandsgro¨ßen
erster Ordnung. Da im Modell weder kinematische Schleifen oder sonstige
algebraische Nebenbedingungen, noch extrem große Steifigkeiten bzw. kleine
Massen enthalten sind, eignet sich prinzipiell jedes Integrationsverfahren zur
Lo¨sung der Bewegungsgleichungen.
Bei der Bouncing Bubbles Simulation kann der Rechenaufwand im Inte-
grator und im MKS–Formalismus gegenu¨ber der vergleichsweise aufwa¨ndi-
gen Kontaktkraftberechnung durch das PCM vernachla¨ssigt werden. Da die
Kontaktsteifigkeiten und -da¨mpfungen niedrig sind und nicht zu einem stei-
fen System fu¨hren, ist bestmo¨gliche Effizienz fu¨r Verfahren zu erwarten, die
ohne Jacobimatrixauswertungen (welche zahlreiche Funktionsaufrufe erfor-
dern) auskommen (s. Abschnitt 2.3).
Tatsa¨chlich erwies sich der Integrator LSODE [92] unter Verwendung der
Adams–Bashforth–Moulton Mehrschrittmethode (variable Schrittweite und
Ordnung) als schnellstes der in SIMPACK zur Verfu¨gung stehenden Verfah-
ren. Dies gilt jedoch nur fu¨r den dynamischen Anteil der Simulation bis ca.
3,0 s; im weiteren Verlauf der Rechnung brach die Schrittweite dramatisch
ein.
Als Ursache fu¨r dieses Problem konnte das regularisierte Reibkraftge-
setz (4.34) ausgemacht werden: Sobald die Bubbles in der Spitze des Trichters
liegen bleiben, fallen die Tangentialgeschwindigkeiten der Kontakte infolge
der Reibkra¨fte unter die Grenzgeschwindigkeit vε. Dann wirkt im Regulari-
sierungsbereich faktisch ein Da¨mpferelement mit sehr hoher Da¨mpfung und
es stellt sich eine Kriechbewegung ein. In diesem Zustand stellen sich ent-
sprechend große (negative, reelle) Eigenwerte ein, sodass ein steifes System
vorliegt, fu¨r das Integrationsmethoden ohne fehlerkontrollierte Korrektor-
iteration nicht geeignet sind. Mit Verringerung von vε verscha¨rft sich dieses
Problem dramatisch.
Wa¨hrend LSODE sowie explizite Verfahren am Ende der Simulation sehr
ineffizient arbeiten, berechnen Methoden, die fu¨r steife Systeme geeignet sind,
diesen Bereich besonders schnell. Obwohl alle Integratoren wegen der hohen
Sensitivita¨t des Systems unterschiedliche Ergebnisse liefern, dominiert dieser
Effekt bereits bei Erho¨hung der Simulationszeit von 3,0 auf 3,2 Sekunden
grundsa¨tzlich die erforderliche Rechenzeit.
Abbildung 5.17 zeigt Schrittweite und Ordnung der Simulationsrechnung
mit DASSL. In den Freiflugphasen, aber auch wa¨hrend des Kriechbereichs,
arbeitet das Verfahren mit der gro¨ßten zugelassenen Schrittweite von 10 ms.
Ansonsten bleiben die Schrittweiten stets gro¨ßer als 0,1 ms, und die Ordnung
liegt u¨berwiegend zwischen zwei und vier. Hier wird deutlich, dass das PCM
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Abbildung 5.17: Schrittweite und Ordnung des Integrators DASSL bei der
Bouncing Bubbles Simulation
numerisch ausgesprochen unproblematisch zu handhaben ist, denn komplexe
oder gar inkonsistente Systeme erfordern erfahrungsgema¨ß erheblich kleinere
Schritte.
Ein interessantes Maß fu¨r die Effizienz von Simulationen im Zeitbereich
ist der Echtzeitfaktor τ , welcher als Quotient
τ =
∆TRechenzeit
∆TEchtzeit
(5.15)
der fu¨r die Simulation beno¨tigte Rechenzeit ∆TRechenzeit und der dabei be-
rechneten Simulationszeit ∆TEchtzeit berechnet wird. Angewendet auf die
Ausgabeintervalle ergibt sich fu¨r die Bouncing Bubbles Simulation der in
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Abbildung 5.18: Echtzeitfaktor1 der Bouncing Bubbles Simulation
Simulationszeit 3,2 s
Mittlere Schrittweite 1,33 ms
Funktionsauswertungen 6099
Jacobimatrixauswertungen 67
CPU–Zeit1 166,1 s
Mittlerer Echtzeitfaktor1 51,9
Tabelle 5.1: Integrationsstatistik des Integrators DASSL bei der Bouncing
Bubbles Simulation
Abbildung 5.18 dargestellte Verlauf. Die sehr hohen Spitzen bis in den Be-
reich von 1000 sind typisch fu¨r einen BDF–Integrator, der sich daher nicht
fu¨r Echtzeitanwendungen eignet. Natu¨rlich ha¨ngt τ auch stark von der ver-
wendeten Hardware–Architektur ab.
In Tabelle 5.1 werden die wichtigsten statistischen Gro¨ßen der gesamten
Simulation aufgelistet. Angesichts der stark nichtlinearen Kinematik und des
hochdynamischen, durch zahlreiche Kontaktvorga¨nge gepra¨gten Bewegungs-
ablaufs erscheint der numerische Aufwand akzeptabel.
1PC, Win 2k, Xeon 2400 MHz Prozessor, 1024 MB RAM
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Zusammenhang zwischen Modellierung und Effizienz
Wie bereits zuvor erwa¨hnt, ha¨ngt die Effizienz des PCM signifikant von der
Diskretisierung der verwendeten Polygonfla¨chen ab. Dabei wird der Rechen-
aufwand nicht notwendigerweise kleiner, wenn weniger Polygone zu verarbei-
ten sind. Die Bouncing Bubbles Simulation kann in diesem Zusammenhang
als Beispiel dienen, da die Trichterfla¨che durch nur vier große Dreiecke be-
schrieben wird.
Die aus nur sieben Elementen bestehende zugeho¨rige BV–Hierarchie ist
besonders flach: Das Wurzelelement umschließt den gesamten Trichter, die
in der u¨berna¨chsten Ebene liegenden Bla¨tter jeweils eines der Dreiecke. So-
mit umschließen die kleinsten Hu¨llquader wenigstens die Ha¨lfte des Trich-
ters. Sie ko¨nnen jedoch noch erheblich gro¨ßer werden, wenn sich das Bub-
ble der betrachteten Kontaktpaarung gegenu¨ber dem Initialzustand verdreht.
Denn wie in Abschnitt 4.1.3 (Abbildung 4.10) gezeigt wurde, werden die BVs
der mit der Kennung F behandelten Fla¨che (hier Trichter) zur Vermeidung
rechenaufwa¨ndiger Koordinatentransformationen durch umhu¨llende Quader
ersetzt, deren Achsrichtungen durch die Fla¨che E (hier Bubble) bestimmt
werden.
Im Fall der Bouncing Bubbles Simulation wirkt sich dieser Effekt beson-
ders ungu¨nstig aus: Sobald sich die Bubbles in der Spitze des Trichters be-
finden, mu¨ssen meist alle mo¨glichen 7585 BV–Kollisionspru¨fungen und 3800
elementaren Analysen ausgefu¨hrt werden (Abbildungen 5.11 und 5.12). Der
BV–Algorithmus kann dann also keinen einzigen der aufwa¨ndigen Polygon-
schnitttests vermeiden, sondern erho¨ht vielmehr die Anzahl der Rechenope-
rationen erheblich.
Dieses Problem la¨sst sich durch geschickte Modellierung deutlich ent-
scha¨rfen. So ist es mo¨glich, den Trichter als Fla¨che E und die Bubbles als F
zu definieren, sodass die großen BVs des Trichters durch den BV–Algorithmus
nicht weiter vergro¨ßert werden. Damit wird die BV–Hierarchie wirksam und
die Effizienz verbessert sich. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass bei dieser
Anordnung die Anzahl der erforderlichen Vektortransformationen von den
fein diskretisierten Bubbles zum Bezugssystem E erheblich ansteigt und den
Rechenzeitgewinn teilweise aufhebt.
Weiter besteht die Mo¨glichkeit, die vier Dreiecke des Trichters zu untertei-
len, sodass eine geometrisch a¨quivalente, feiner diskretisierte Fla¨che entsteht.
So kann man erreichen, dass der Trichter u¨ber eine tiefere BV–Hierarchie
verfu¨gt, die den Rechenaufwand der Kollisionserkennung wesentlich reduzie-
ren kann. Natu¨rlich stellt sich auch hier ein gegenla¨ufiger Effekt ein, wenn
die Anzahl der zu verarbeitenden Polygone zu groß wird.
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Abbildung 5.19: Mittlere Rechenzeit fu¨r die Funktionsauswertung der Boun-
cing Bubbles Simulation fu¨r verschiedene Diskretisierungen des Trichters und
unterschiedliche Zuordnung als Fla¨che E und F
Um den Einfluss dieser Modellierungsdetails zu untersuchen, wurde die
Bouncing Bubbles Simulation mit 50 verschiedenen Diskretisierungen des
Trichters, jeweils fu¨r die beiden mo¨glichen Zuordnungen von Trichter und
Bubbles als Fla¨chen E und F , berechnet. Obwohl die dabei erzielten Er-
gebnisse theoretisch identisch sein mu¨ssten, erha¨lt man aufgrund der extrem
hohen Sensitivita¨t des Systems stets unterschiedliche Bewegungsabla¨ufe. Um
dennoch die Effizienz der Simulationen vergleichen zu ko¨nnen, wurden die
beno¨tigten Rechenzeiten auf die Anzahl der Funktionsaufrufe bezogen. Außer-
dem wurden nur die beiden ersten Sekunden des Vorgangs simuliert, wa¨hrend
derer sich die Bewegungstrajektorien noch nicht allzu deutlich voneinander
unterscheiden.
Abbildung 5.19 zeigt die durchschnittliche Rechenzeit je Funktionsauf-
ruf dieser Simulationen. Die beschriebenen Einflu¨sse sind gut erkennbar. Bei
grober Diskretisierung des Trichters reduziert sich der Rechenaufwand um et-
wa ein Drittel, wenn die Fla¨chenzuordnung umgekehrt zum Referenzmodell
definiert wird.
Noch signifikanter ist der Einfluss der Diskretisierung. Mit feinerer Dar-
stellung des Trichters steigt die Effizienz rasch an, um sich im Bereich von
ca. 1000 Dreiecken mehr als zu verdoppeln. Gleichzeitig nimmt die relati-
ve Auswirkung der Fla¨chenzuordnung deutlich ab. Bei weiterer Verfeinerung
vergro¨ßert sich der Aufwand nur relativ langsam.
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Somit lassen sich zwei Faustregeln zur Anwendung des PCM ableiten. Ers-
tens sollte die Diskretisierung der Fla¨chen mo¨glichst so gewa¨hlt werden, dass
die Polygone der Kontaktpaarung etwa gleich groß sind. Zweitens empfiehlt
es sich, die Fla¨che mit den gro¨ßeren BVs als Ko¨rper E zu definieren.
5.4 Fußga¨nger–Pkw–Unfall
Als weiteres Simulationsbeispiel wird ein Unfall eines Fußga¨ngers mit einem
Pkw betrachtet. Diese Anwendung wurde gewa¨hlt, weil sie extreme Anfor-
derungen an die Kontaktmodellierung stellt: Hier treten zahlreiche Kontak-
te zwischen komplex geformten Oberfla¨chen auf, die den Bewegungsablauf
wesentlich bestimmen. Eindimensionale Modelle sind dafu¨r praktisch nicht
anwendbar, weil typischerweise Kontaktsituationen auftreten, fu¨r die die Be-
stimmung extremaler Kontaktpunkte (s. Abschnitt 3.5.3) fehlschla¨gt [10].
Modellbeschreibung
Bevor genauer auf die Modellierung eingegangen wird, sei darauf hingewiesen,
dass auch dieses Simulationsbeispiel rein zu Testzwecken dienen soll. Die
eingehenden Parameter wurden mo¨glichst plausibel gewa¨hlt, jedoch nicht
durch reale Experimente oder Messungen verifiziert. Unter dieser Pra¨misse
sind auch die Ergebnisse zu betrachten.
Die beiden Teilsysteme
”
Auto“ und
”
Mann“ wurden zuna¨chst voneinan-
der unabha¨ngig modelliert und anschließend als Substrukturen in das MKS–
Modell zur Unfallsimulation eingebunden. Im Gesamtmodell wurden schließ-
lich die Kontakte und der Anfangszustand definiert.
Das Auto wird durch einen einzigen Ko¨rper dargestellt, der rheonom mit
konstanter Geschwindigkeit von 30 km/h in Fahrtrichtung gefu¨hrt wird. Da-
mit werden weder Aktionen des Fahrers noch dynamische Ru¨ckwirkungen
des Zusammenstoßes auf die Fahrzeugbewegung beru¨cksichtigt. Die fu¨r die
Kontaktberechnung durch das PCM verwendete Oberfla¨che des Pkw stellt
einen Camaro Baujahr 1983 durch 1240 Dreiecke dar und stammt aus einer
freien Internetbibliothek [90].
Abbildung 5.20 zeigt das MKS–Modell des 180 cm großen und 75,2 kg
schweren Manns. Er wird durch 15 Starrko¨rper repra¨sentiert, die ausgehend
vom Oberko¨rper durch Gelenke mit Drehfreiheitsgraden in Baumstruktur
verbunden sind.
Tabelle 5.2 stellt die Gelenkfreiheitsgrade sowie die relativen Positionen
der Gelenkkoppelpunkte zusammen. Um physiologisch unmo¨gliche Bewegun-
gen zu vermeiden, sind sa¨mtliche Drehfreiheitsgrade auf bestimmte Winkel-
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Abbildung 5.20: MKS–Modell des Manns der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simu-
lation
bereiche beschra¨nkt. Jenseits dieser Grenzen pra¨gen Kraftelemente elastische
Ru¨ckstellmomente ein, wobei mit einer linearen Steifigkeit von 980 Nm/rad
gearbeitet wird.
Die Massen, Tra¨gheitsmomente und Schwerpunktpositionen der Ko¨rper-
teile zeigt Tabelle 5.3. Sie wurden von einem zweidimensionalen, 14–gliedri-
gen Menschmodell abgeleitet, welches nach den Formeln von Dempster [93]
parametriert worden war.
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Freiheitsgrade Position
Gelenk Achse Bereich x y z
[rad] [mm] [mm] [mm]
1. α -0,9..0,9
Oberko¨rper
2. β -1,0..0,9 20 0 200
Kopf
3. γ -1,3..1,3
Oberko¨rper 1. α 0,0..1,5
Oberarm 2. β -2,6..1,0
0 190 0
1. α -0,6..0,6
Oberko¨rper
2. β -1,0..0,4 20 0 -330
Unterleib
3. γ -0,6..0,6
Unterleib 1. α -0,2..0,7
Oberschenkel 2. β -2,0..0,9
-40 80 -150
Oberarm
Unterarm
1. β -2,7..0,0 0 0 -300
Unterarm
Hand
1. α -1,3..0,5 0 -15 -281
Oberschenkel
Unterschenkel
1. β -0,1..2,5 10 0 -430
Unterschenkel
Fuß
1. β -0,7..1,0 -40 0 -425
Tabelle 5.2: Gelenke des Manns der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation: Frei-
heitsgrade und relative Koppelkoordinaten (bezu¨glich des ko¨rperna¨heren
Koppelsystems) fu¨r die linke Ko¨rperha¨lfte
Durch eine umfangreiche Internetrecherche konnten auch fu¨r den Mann
geeignete Polygonoberfla¨chen gefunden werden [91]. Allerdings waren ins-
besondere die Fla¨chen fu¨r Kopf, Ha¨nde und Fu¨ße extrem fein diskretisiert,
was bei den ersten Tests zu relativ langen Rechenzeiten fu¨hrte. Mit dem
Shareware–Programm AC3D [62] la¨sst sich die Polygonalisierung in beliebi-
gem Maße vergro¨bern. So konnte ein guter Kompromiss zwischen Effizienz
und Detailtreue erzielt werden. In Tabelle 5.4 wird die Anzahl der Drei-
ecke der originalen und der reduzierten, fu¨r die Kontaktanalyse verwendeten
Fla¨chen gegenu¨bergestellt.
Neben den 15 Kontaktpaarungen zwischen sa¨mtlichen Ko¨rperteilen und
dem Fahrzeug entha¨lt das Modell zwo¨lf weitere zwischen Ko¨rperteilen, die
sich beru¨hren ko¨nnen: Unterschenkel links – Unterschenkel rechts, Oberko¨r-
per – Unterarm links, Oberko¨rper – Unterarm rechts, Hand links – Ober-
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m Jx Jy Jz xS yS zSKo¨rperteil
[kg] [kgm2] [kgm2] [kgm2] [mm] [mm] [mm]
Kopf 6,0 0,025 0,028 0,018 20 0 90
Oberko¨rper 25,0 0,52 0,41 0,27 0 0 -140
Unterleib 12,5 0,13 0,08 0,13 -30 0 -110
Oberarm 2,1 0,0125 0,0125 0,0025 0 0 -150
Unterarm 1,2 0,0087 0,0087 0,0009 0 0 -130
Hand 0,45 0,0003 0,0004 0,0001 0 0 -50
Oberschenkel 7,5 0,148 0,148 0,024 0 0 -200
Unterschenkel 3,5 0,041 0,041 0,004 0 0 -180
Fuß 1,1 0,005 0,01 0,01 50 0 -35
Tabelle 5.3: Tra¨gheitsdaten des Manns der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simula-
tion: Masse, Tra¨gheitsmomente (bezu¨glich des Schwerpunkts) und Schwer-
punktposition (bezu¨glich des ko¨rperna¨heren Gelenkkoppelsystems) fu¨r die
linke Ko¨rperha¨lfte
schenkel links, Hand rechts – Oberschenkel rechts, Hand links – Oberschen-
kel rechts, Hand rechts – Oberschenkel links, Oberschenkel links – Unterarm
links, Oberschenkel rechts – Unterarm rechts, Unterleib – Unterarm links,
Kopf – Unterarm links und Kopf – Unterarm rechts.
Aus verschiedenen Gru¨nden erwies sich die Bestimmung realita¨tsnaher
Parameter fu¨r die Kontakte als besonders problematisch. Wegen großer
Streuungen und schwieriger experimenteller Ermittlung lassen sich fu¨r bio-
mechanische Systeme grundsa¨tzlich nur grob angena¨herte Materialkonstan-
ten angeben. Weiter verhalten sich sowohl der menschliche Ko¨rper als auch
Pkw–Karosserien bei Kontaktvorga¨ngen ausgesprochen komplex. Die dem
PCM zugrunde liegende Annahme linear–elastischer Randschichten kann da-
her nur eine sehr grobe Na¨herung der realen Vorga¨nge liefern. Daru¨ber hinaus
ist auch bei dieser Simulation fraglich, welche Werte fu¨r die essentiellen Pa-
rameter Randschichtdicke b in (4.24) und fla¨chenbezogene Da¨mpfung dl in
(4.28) anzunehmen sind.
Um dennoch Werte zu bekommen, die zumindest in der richtigen Gro¨ßen-
ordnung liegen, wurde iterativ U¨bereinstimmung zwischen einem Gedanken-
experiment und der Simulation hergestellt. Als Szenario wurde der Aufprall
eines Oberschenkels auf der Motorhaube nach freiem Fall aus einem Meter
Ho¨he betrachtet. Fu¨r diesen Vorgang wurde von einer Deformation im Be-
reich eines Zentimeters und eines einzigen Ru¨ckpralls ausgegangen.
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Dreiecke
Ko¨rperteil
original reduziert
Kopf 4270 1704
Oberko¨rper 4522 2710
Unterleib 2568 1538
Oberarm 1548 1236
Unterarm 1480 1182
Hand 3868 1542
Oberschenkel 1552 1240
Unterschenkel 1522 1216
Fuß 2094 834
insgesamt 35488 20452
Tabelle 5.4: Diskretisierung der Polygonoberfla¨chen des Manns der Fußga¨n-
ger–Pkw–Unfall Simulation
Das gewu¨nschte Verhalten ergibt sich, wenn man fu¨r die Randschichten
der beiden Ko¨rper einen Elastizita¨tsmodul von E = 6,0 ·105 N/m2, eine Quer-
kontraktionszahl von ν = 0,4 und eine Dicke von b = 10 mm vorgibt. Dies
entspricht der kombinierten Randschichtsteifigkeit cl = 6,429 ·107 N/m3 bei
dem elastischen Eindringungsverha¨ltnis λ = 0,5. Als zugeho¨rige fla¨chenbezo-
gene Da¨mpfung wurde dl = 1,0 ·105 Ns/m3 ermittelt. Diese Werte werden fu¨r
alle 15 Kontakte zwischen den Ko¨rperteilen und der Karosserie verwendet.
Den verbleibenden zwo¨lf Kontakten zwischen Ko¨rperteilen liegt ein Elasti-
zita¨tsmodul von E = 2,0 ·105 N/m2 und eine fla¨chenbezogene Da¨mpfung von
dl = 2,0 ·105 Ns/m3 bei ansonsten identischer Parametrierung zugrunde, was
zur kombinierten Randschichtsteifigkeit cl = 2,143 ·107 N/m3 fu¨hrt.
Ferner wurde fu¨r alle 27 Kontaktpaarungen die Eindringtiefe ud = 1 mm
zur Einblendung der Da¨mpfung nach (4.28) sowie die Reibzahl µ = 0,4 und
die Grenzgleitgeschwindigkeit vε = 0,2 mm/s zur Bestimmung der Reibkraft
nach (4.34) vorgegeben.
Wa¨hrend fu¨r die Kontaktelementgenerierung zwischen Ko¨rperteilen die
2–Pass–Methode zur Anwendung kommt, fungieren bei den Kontakten zum
Fahrzeug die feiner diskretisierten Polygonfla¨chen des Manns als Master; da-
bei werden die zugeho¨rigen Referenzsysteme als Bezugssysteme E fu¨r die
Vektordarstellung benu¨tzt.
Abgesehen von den Kraftelementen zur Darstellung der Gelenkanschla¨-
ge verfu¨gt das Mensch–Modell u¨ber keinerlei eigene eingepra¨gte Kra¨fte oder
Momente. Da willku¨rliche Bewegungen bei derartigen Unfa¨llen bekanntlich
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nur marginalen Einfluss auf die durch große Tra¨gheitswirkungen bestimm-
te Dynamik haben, erscheint diese Vereinfachung akzeptabel. Um auch vor
dem Zusammenstoß auf Muskel- und Bodenkra¨fte verzichten zu ko¨nnen, wur-
de der Mann im Anfangszustand nur wenige Millimeter vor dem Fahrzeug
positioniert, sodass er nach ku¨rzester Zeit freien Falls vom Fahrzeug erfasst
wird.
Ergebnisse
Auch die in diesem Abschnitt gezeigten Ergebnisse wurden mit dem Integra-
tionsverfahren DASSL berechnet, wobei atol = rtol = 1,0 ·10−3 als absolute
und relative Toleranzen eingestellt war.
Die zahlreichen Ko¨rper, Kraftelemente und Kontakte der Fußga¨nger–
Pkw–Unfall Simulation resultieren in einer nahezu unu¨berschaubaren Menge
an Ergebnissen. Da viele gescha¨tzte Parameter eingehen und keine vergleich-
baren Meßergebnisse zur Verifikation vorliegen, werden an dieser Stelle nur
einige wenige Resultate dargestellt.
Abbildung 5.21 zeigt einige Bilder des simulierten Bewegungsablaufs. Un-
ter [74] la¨sst sich diese Animation aus verschiedenen Ansichten betrachten.
Der Mann wird an den Beinen erfasst (0,01 bis 0,09 s), rollt u¨ber die Motor-
haube ab (bis 0,23 s), wird im freien Fall auf das Dach geschleudert (bis
0,84 s) und bleibt dort nach insgesamt 1,5 Sekunden auf dem Ru¨cken liegen.
Eine wesentliche Motivation zur Entwicklung des PCM waren erheb-
liche Probleme bei der Simulation von Fußga¨nger–Pkw–Unfa¨llen mit ein-
dimensionalen Kontaktmodellen und der damit verbundenen Kontaktpunkt-
kinematik [10]. Das PCM warf dagegen beim hier vorgestellten Modell in
zahlreichen Simulationsrechnungen mit unterschiedlichen Anfangszusta¨nden,
Parametrierungen und Integrationsverfahren und -konfigurationen keinerlei
algorithmische oder numerische Probleme auf, sondern rechnete stets robust
und lieferte plausible Ergebnisse.
Durch die Diagramme in Abbildung 5.22 wird die Komplexita¨t der Kon-
taktanalyse verdeutlicht. Die Kurven stellen jeweils die Summe der entspre-
chenden Werte aus allen 27 Kontaktpaarungen dar.
Das obere Diagramm gibt die Anzahl der Kollisionstests zwischen Boun-
ding Volumen pro Funktionsauswertung an. Hier wird deutlich, dass das
Prinzip der Kollisionserkennung auf Basis von BV–Hierarchien in diesem Fall
wie gewu¨nscht funktioniert, denn der Rechenaufwand korreliert gut mit der
Kontaktsituation. Erst wenn der Mann am Ende mit dem ganzen Ko¨rper auf
dem Auto liegt, steigt die Anzahl der BV–Kollisionstests erheblich auf etwa
170000 an. Wird die Simulation nach 1,5 s fortgesetzt, verursacht daher die
Kollisionserkennung den gro¨ßten Anteil des Rechenaufwands.
5.4. FUSSGA¨NGER–PKW–UNFALL 131
t = 0,0 s
t = 0,3 s
t = 0,1 s
t = 0,5 s
t = 0,2 s
t = 0,7 s
t = 1,5 st = 1,0 s
Abbildung 5.21: Animation der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation, Fahr-
geschwindigkeit 30 km/h
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Abbildung 5.22: Anzahl der BV–Kollisionspru¨fungen, Schnitte und Kontakt-
elemente sa¨mtlicher Kontakte der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation
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Die Kurve in der Mitte zeigt die Anzahl der Schnitte, d. h. der aktiven
Kontaktpaarungen, an. Hier fa¨llt auf, dass auch in der Freiflugphase Kontakte
auftreten. Aus Betrachtung der einzelnen Paarungen geht hervor, dass es sich
um bis zu drei gleichzeitige Beru¨hrungen zwischen dem Gesicht und dem
linken Oberarm sowie einen Kontakt zwischen dem rechten Fuß und dem
Fahrzeugdach handelt. Die gro¨ßte Anzahl von neun Schnitten wird kurz vor
1,4 s erreicht, als der Mann mit dem ganzen Ko¨rper in Liegeposition auf dem
Dach aufprallt.
Im unteren Diagramm wird die Gesamtzahl aktiver Kontaktelemente auf-
getragen. Obwohl die fu¨r die Kontaktelementgenerierung maßgeblichen Ober-
fla¨chen der Ko¨rperteile relativ fein diskretisiert sind, steigt der Wert selten
u¨ber 100 an. Das deutliche globale Maximum von 577 bei 0,128 s ergibt
sich im Wesentlichen aus dem Abrollvorgang des Oberko¨rpers u¨ber den lin-
ken Unterarm; die dabei auftretenden starken Druckspannungen ru¨hren von
150 Elementen zwischen Unterarm und Motorhaube sowie 314 (wegen des 2–
Pass–Verfahrens ungefa¨hr verdoppelten) Elementen zwischen Unterarm und
Oberko¨rper her. Die dem PCM–Konzept zugrunde liegende Annahme, dass
nur ein kleiner Teil der Oberfla¨chenpolygone in Kontakt treten, wird hier gut
erfu¨llt.
Obwohl wegen der nur grob gescha¨tzten Kontaktparameter von wenig
realita¨tsnahen Ergebnissen ausgegangen werden muss, soll hier beispielhaft
eine Unfall–biomechanische Bewertung erfolgen. Dazu wird der in Abbil-
dung 5.23 dargestellte Verlauf des Betrags der Absolutbeschleunigung des
Kopfschwerpunkts aK(t) betrachtet.
Eine Beurteilung der durch den Unfall zu erwartenden Schwere der Ver-
letzung des Kopfs erlaubt z. B. das ha¨ufig verwendete Head Injury Criterion
[94]:
HIC = max
"
(t2 − t1)
µ
1
t2 − t1
Z t2
t1
aK(τ)
g
dτ
¶2,5#
(5.16)
Fu¨r ein Intervall [t1, t2] wird der Mittelwert der Kopfbeschleunigung in Viel-
fachen der Erdbeschleunigung g gebildet (runde Klammer), mit 2,5 potenziert
und der Intervalldauer multipliziert. Das HIC ist definiert als Maximum u¨ber
alle mo¨glichen Zeitintervalle.
Mit einer erho¨hten Abtastrate von 5000 Hz ergibt sich auf diese Weise
ein HIC von 140 fu¨r den Zeitraum von t1 = 0,121 s bis t2 = 0,215 s, d. h.
den Aufprall auf der Motorhaube. Dieser Wert liegt deutlich unter der Tole-
ranzgrenze von 1000, was auf nur leichte Kopfverletzungen hindeutet [94].
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Abbildung 5.23: Absolutbeschleunigung des Kopfschwerpunkts des Manns
bei der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation
Numerik und Effizienz
Das vorliegende MKS besitzt 29 Gelenkfreiheitsgrade des Manns und keine
geschlossenen kinematischen Schleifen. Somit ergibt sich ein System gewo¨hn-
licher Differentialgleichungen mit 58 Zustandsgro¨ßen erster Ordnung. Neben
den inneren Kra¨ften der Gelenke wird die Bewegung des Manns durch 14 als
Gelenkanschla¨ge wirkende Kraftelemente, 27 PCM–Kontaktpaarungen und
die Erdbeschleunigung bestimmt.
Wie bei Unfallsimulationen u¨blich, dauert der hochdynamische Vorgang
nur kurze Zeit und weist einen entsprechend extremen Zeitmaßstab auf. Dies
ist bei der Beurteilung von Numerik und Effizienz zu beru¨cksichtigen.
Abbildung 5.24 zeigt die Verla¨ufe der vom Integrator automatisch gewa¨hl-
ten Schrittweite und Ordnung. Die Schrittweite bewegt sich bis auf wenige
kleine Ausreißer stets zwischen 0,1 und 5 ms. Angesichts des schnellen, durch
stark unterschiedlich dynamische Phasen gekennzeichneten Bewegungs-
ablaufs erscheint dieser Bereich recht gu¨nstig. Auch die meist zwischen zwei
und vier liegende Ordnung deutet darauf hin, dass keine erheblichen Proble-
me der Ordnungs- und Schrittweitensteuerung auftreten.
Zur Beurteilung der Effizienz wird in Abbildung 5.25 der zugeho¨rige Echt-
zeitfaktor als Funktion der Zeit dargestellt. Er bewegt sich meist im Bereich
von 100, weist aber recht viele starke Abweichungen um bis zu zwei Gro¨ßen-
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Abbildung 5.24: Schrittweite und Ordnung des Integrators DASSL bei der
Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation
ordnungen in beide Richtungen auf. Dies ist einerseits auf den ungleichfo¨rmi-
gen Lo¨sungsverlauf, andererseits auf das BDF–Integrationsverfahren mit va-
riabler Schrittweite zuru¨ckzufu¨hren.
In Tabelle 5.5 werden statistische Gro¨ßen der Fußga¨nger–Pkw–Unfall
Simulation fu¨r verschiedene Integrationsverfahren gegenu¨bergestellt. Dieser
Vergleich ist sinnvoll, weil sich das betrachtete System im Gegensatz zum
Bouncing Bubbles Beispiel ausgesprochen stabil verha¨lt. So treten fu¨r die
unterschiedlichen Integratoren trotz recht grober Toleranzvorgaben u¨ber die
gesamte Simulationszeit nur kleine Abweichungen in den Ergebnissen auf
(Abbildung 5.26).
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Abbildung 5.25: Echtzeitfaktor1 der Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation
DOPRI5 LSODE [92] DASSL RADAU5
Simulationszeit: 1,5 s
[95] Adams Gear [45] [44]
Mittlere Schrittweite 2,00 ms 0,49 ms 0,79 ms 0,75 ms 1,32 ms
Funktions-
auswertungen
4501 4563 32715 5020 25268
Jacobimatrix-
auswertungen
– – 530 30 306
CPU–Zeit1 197,4 s 210,1 s 1517,4 s 232,1 s 1220,5 s
Mittlerer
Echtzeitfaktor1
131,6 140,1 1011,6 154,7 813,7
Tabelle 5.5: Integrationsstatistik verschiedener Integratoren bei der Fußga¨n-
ger–Pkw–Unfall Simulation
Betrachtet man die Gegenu¨berstellung hinsichtlich der Effizienz, fa¨llt zu-
na¨chst der erhebliche Unterschied zwischen den kurzen Rechenzeiten (< 4
min) der Verfahren DOPRI5, LSODE/Adams und DASSL und den vielfach
gro¨ßeren von LSODE/Gear und RADAU5 auf. Dabei ist gut erkennbar, dass
der erho¨hte Rechenaufwand nicht durch kleinere Schrittweiten, sondern zahl-
reiche numerische Berechnungen der Jacobimatrix mit entsprechend vielen
Funktionsauswertungen verursacht wird.
1PC, Win 2k, Xeon 2400 MHz Prozessor, 1024 MB RAM
5.4. FUSSGA¨NGER–PKW–UNFALL 137
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
z−
Po
si
tio
n 
[m
]
Zeit [s]
DASSL 
DOPRI5 
LSODE/Adams 
LSODE/Gear 
RADAU5 
Abbildung 5.26: Absolute Ho¨he des Kopfschwerpunkts des Manns bei der
Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simulation fu¨r verschiedene Integrationsverfahren
Die schnellste Auswertung liefert DOPRI5, ein explizites Einschrittver-
fahren fu¨nfter Ordnung vom Runge–Kutta–Typ mit variabler Schrittweite
[95]. Hierbei kommt zum Tragen, dass das System nicht steif ist, sodass auch
fu¨r explizite Verfahren relativ große Schritte mo¨glich sind.
Nur wenig mehr Aufwand verursacht das ebenfalls nur fu¨r nicht–steife
Systeme geeignete, auf der Adams–Bashforth–Moulton–Methode basierende
Pra¨diktor–Korrektor–Verfahren LSODE mit Schrittweiten- und Ordnungs-
steuerung [92]. Bei deutlich kleinerer mittlerer Schrittweite und niedrige-
rer Ordnung fu¨hren etwas mehr Funktionsaufrufe zu entsprechend la¨ngerer
Rechenzeit.
Ebenfalls noch sehr effizient ist die Auswertung mit dem im vorigen Ab-
schnitt als Referenz benutzten Integrator DASSL (s. Abschnitt 2.3). Gegen-
u¨ber DOPRI5 und LSODE/Adams bietet er die erheblichen Vorzu¨ge, auch
fu¨r steife Systeme geeignet zu sein und algebraische Nebenbedingungen
beru¨cksichtigen zu ko¨nnen. Obwohl fu¨r die Fußga¨nger–Pkw–Unfall Simula-
tion 30–mal die System–Jacobimatrix ausgewertet wird, beno¨tigt DASSL nur
18% mehr Rechenzeit als DOPRI5.
Deutlich ho¨heren Rechenaufwand verursachen die Integratoren LSODE
bei Verwendung des impliziten BDF–Verfahrens nach Gear [92] sowie der
auf einem impliziten Runge–Kutta–Verfahren basierende, auch fu¨r DAEs ge-
eignete RADAU5 [44]. Ursache hierfu¨r ist die entsprechend gro¨ßere Anzahl
von Auswertungen der Jacobimatrix.
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Die deutlichen Unterschiede zu DASSL sind allerdings nicht allein auf-
grund der prinzipiellen Verfahrensmerkmale erkla¨rbar. Als mo¨gliche Ursache
kommt die Wahl des Inkrements zur numerischen Bestimmung der partiellen
Ableitungen der Jacobimatrix durch Differenzenapproximation in Betracht.
Hier verfolgen die Algorithmen verschiedene Strategien, wobei das PCM of-
fenbar besonders gu¨nstig mit DASSL zusammenspielt. Wird das Inkrement
dagegen zu klein gewa¨hlt, wird zwar der theoretische Approximationsfehler
verringert, gleichzeitig jedoch numerische Ungenauigkeiten, wie sie das rela-
tiv aufwa¨ndige PCM verursacht, u¨berproportional versta¨rkt [96].
Kapitel 6
Zusammenfassung
6.1 Inhalt
Die vorliegende Arbeit beschreibt Grundlagen, Modellierung, Implementie-
rung und Anwendung eines als Polygonal Contact Model (PCM) bezeich-
neten Verfahrens zur Analyse von Kontaktvorga¨ngen zwischen komplex ge-
formten Ko¨rpern im Rahmen der Mehrko¨rperdynamik.
Kapitel 1 fu¨hrt kurz in den behandelten Problemkreis ein. Die Metho-
de der Mehrko¨rpersysteme und die Kontaktmechanik werden charakterisiert
und eingeordnet. Nach Formulierung von Motivation und Ziel der Arbeit
folgt eine knappe U¨bersicht der wichtigsten als Grundlage verwendeten Li-
teraturstellen, bevor die weitere Gliederung erla¨utert wird.
Kapitel 2 stellt wichtige Grundlagen aus dem Bereich MKS–Simulation
zusammen. Hierbei wird speziell auf MKS–Modellierungselemente, Struktur
und automatische Erstellung der Bewegungsgleichungen sowie numerische
Verfahren zu deren Lo¨sung im Zeitbereich eingegangen. Nach einer Charakte-
risierung der klassischen MKS–Elemente werden Anwendung und Implemen-
tierung von Kraftelementen na¨her beleuchtet. Weiter werden die wichtigsten
Begriffe und Merkmale von MKS–Formalismen erla¨utert und die Struktur
der resultierenden Differentialgleichungssysteme dargelegt.
Die Lo¨sung des Anfangswertproblems durch numerische Integration wird
ausfu¨hrlicher behandelt. Nach formaler Einteilung in gewo¨hnliche und diffe-
rential–algebraische Systeme werden die wesentlichen Eigenschaften der in
der Mehrko¨rperdynamik gebra¨uchlichen Integrationsverfahren erkla¨rt, wobei
Ordnung und Stabilita¨t hervorgehoben werden. Schließlich wird die Funk-
tionsweise des DAE–Integrators DASSL beschrieben und kurz auf Schalt-
funktionen fu¨r die Integration unstetiger Systeme eingegangen.
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Modelle und Methoden zur rechnerischen Analyse von Kontaktvorga¨ngen
sind Gegenstand des Kapitels 3. Nach Erla¨uterung grundlegender Prinzipien
der Kontaktanalyse kommen einige Schwierigkeiten zur Sprache, die insbe-
sondere bei der numerischen Berechnung von Bedeutung sind. Weiter werden
bekannte Kontaktmodelle erla¨utert und in Hinblick auf den Einsatz in der
Mehrko¨rperdynamik diskutiert.
Zu den Festko¨rpermodellen, bei denen der Verformungszustand der be-
ru¨hrenden Ko¨rper vollsta¨ndig bestimmt wird, za¨hlen Elastizita¨tstheorie und
Finite–Elemente–Methode. Wa¨hrend die Elastizita¨tstheorie Gleichungen lie-
fert, die nur fu¨r einige spezielle Konfigurationen analytisch lo¨sbar sind, er-
mo¨glicht die FEM wirklichkeitsnahe Simulationen auch fu¨r komplexe Ober-
fla¨chengeometrien und Materialeigenschaften, ist aber mit sehr hohem
Rechenaufwand verbunden.
Die Klasse der Oberfla¨chenmodelle ist durch zweidimensionale Betrach-
tung der Verformungen und Spannungen im Kontaktgebiet gekennzeichnet.
Die Halbraumapproximation basiert auf Diskretisierung in Kontaktelemente,
deren elastisches Verhalten u¨ber Einflusskoeffizienten gekoppelt ist und mit-
tels iterativer Verfahren oder Variationsrechnung bestimmt wird. Dagegen
liefert das einfachere Randschichtmodell, bei dem von starren Ko¨rpern mit
elastischer Randschicht ausgegangen wird, direkt den Spannungszustand fu¨r
eine gegebene Kontaktsituation.
Den ho¨chsten Abstraktionsgrad weisen die ha¨ufig in der MKS–Simulation
verwendeten eindimensionalen Modelle auf, welche den Kontaktvorgang auf
die Relativkinematik der betrachteten Ko¨rper in einem angenommenen
Kontaktpunkt reduzieren. Die Bestimmung des Kontaktpunkts ist bei kom-
plex geformten Ko¨rpern problematisch, weil Kontaktpunktspru¨nge, Mehr-
punktkontakt oder Schmiegung auftreten ko¨nnen. Zur Modellierung nach-
giebiger Kontakte kommen Kraftelemente zum Einsatz, welche die Kontakt-
normalkraft durch viskoelastische Kraftgesetze beschreiben. Beim Starr-
ko¨rperkontakt wird dagegen von unverformbaren Oberfla¨chen ausgegangen,
und dynamische Vorga¨nge werden anhand von Stoßhypothesen dargestellt,
was in der numerischen Simulation erheblichen Aufwand verursacht.
Das Kapitel schließt mit einer bewertenden Gegenu¨berstellung der Kon-
taktmodelle hinsichtlich physikalischer Modellqualita¨t, Effizienz, Komple-
xita¨t, Robustheit und Flexibilita¨t, wobei sich zur Anwendung in der Mehr-
ko¨rperdynamik die Oberfla¨chenmodelle als besonders vorteilhaft erweisen.
Im Kapitel 4 wird der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte MKS–Kon-
taktalgorithmus Polygonal Contact Model beschrieben. Zur Darstellung der
Oberfla¨chenprofile der Ko¨rper einer betrachteten Kontaktpaarung wird von
aus Dreiecken gebildeten Polygonfla¨chen ausgegangen. Die Kontaktanalyse
fu¨r einen gegebenen Systemzustand umfasst bis zu vier Schritte.
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Als erster Schritt wird eine Kollisionserkennung der beiden Fla¨chen durch-
gefu¨hrt, die sa¨mtliche Schnittlinien zwischen den Dreiecken der Oberfla¨chen
ermittelt. Um dies auch bei umfangreichen Fla¨chen mit hoher Effizienz zu
ermo¨glichen, kommen quaderfo¨rmige, ko¨rperfeste Hu¨llvolumina zum Einsatz,
die die zugeho¨rigen Fla¨chen anhand einer hierarchischen Bina¨rstruktur suk-
zessive mit wachsender ra¨umlicher Auflo¨sung unterteilen. Indem zuna¨chst
nur zwischen diesen einhu¨llenden Quadern systematisch nach Kollisionen ge-
sucht wird, vermindert sich der Rechenaufwand gegenu¨ber einer Berechnung
ohne Hu¨llvolumenhierarchie um mehrere Gro¨ßenordnungen.
Falls die Kollisionserkennung eine Beru¨hrung zwischen den Ko¨rpern er-
gibt, wird im zweiten Schritt das zugeho¨rige Schnittvolumen konstruiert, wel-
ches durch die ineinander eingedrungenen Gebiete der unverformten Profile
gebildet wird. Dazu werden zuna¨chst die Schnittlinien mit einem auf Ab-
standsmessungen basierenden Algorithmus zu einem geschlossenen Schnitt-
polygonzug mit definierter Umlaufrichtung zusammengesetzt. Dann erfolgt
die Bestimmung der aktiven Polygone der beiden Fla¨chen, die das Schnitt-
volumen begrenzen. Unter Beachtung der Orientierung der Oberfla¨chen wer-
den diese durch Nachbarschaftsbeziehungen bestimmt, welche anhand ge-
eigneter B–Rep–Datenstrukturen vorab ermittelt werden. Die Komplexita¨t
der zur Konstruktion der Schnittvolumina dienenden Verfahren erho¨ht sich
erheblich wegen der Beru¨cksichtigung mehrfacher und mehrfach berandeter
Beru¨hrgebiete.
Im dritten Schritt, der Bestimmung der Kontaktelemente, wird die ge-
meinsame Beru¨hrfla¨che der Ko¨rper approximiert und in Kontaktelemente
unterteilt. Dazu wurden zwei unterschiedliche Verfahren implementiert. Bei
der Master–Slave–Methode wird zu jedem Dreieck der als Master definierten
Fla¨che ein Kontaktelement generiert. Fla¨cheninhalt und Normalenrichtung
werden vom Master–Polygon u¨bernommen, und als Position wird derjenige
Punkt auf der Normale durch den Dreiecksschwerpunkt bestimmt, welcher
den Abstand zu den Oberfla¨chenprofilen entsprechend dem Verha¨ltnis der
Kontaktsteifigkeiten der beiden Ko¨rper teilt. Fu¨r die alternative Variational–
Interpolation–Methode werden zuerst die beiden aktiven Fla¨chenteile durch
Variational Interpolation interpoliert, um dann durch Linearkombination in
Abha¨ngigkeit vom Verha¨ltnis der Kontaktsteifigkeiten eine Na¨herung fu¨r den
Verlauf der Beru¨hrfla¨che zu gewinnen. Diese in impliziter Darstellung vorlie-
gende Fla¨che wird innerhalb des Schnittpolygonzugs anhand eines fla¨chen-
basierten Triangulierungsverfahrens in Dreiecke diskretisiert, welche a¨hnlich
wie bei der Master–Slave–Methode jeweils ein Kontaktelement ergeben.
Zur Bestimmung der Kontaktkraft wird schließlich im vierten Schritt fu¨r
jedes Kontaktelement ein Kontaktkraftvektor ermittelt, der sich aus Normal-
und Tangentialkraft zusammensetzt. Die Normalkraft ergibt sich, unter An-
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nahme konstanter Normalspannung u¨ber das Element, aus dem um kombi-
nierte Randschichtsteifigkeiten erweiterten Randschichtmodell. Analog zum
dabei auftretenden linearen Zusammenhang zwischen Eindringtiefe und ela-
stischer Normalkraft wird ein linear–viskoser Da¨mpfungsterm mit fla¨chenbe-
zogener Da¨mpfungskonstante eingefu¨hrt. Die Tangentialkraft ergibt sich aus
einer im Haftbereich regularisierten Version des Coulombschen Reibgeset-
zes. Durch Zusammenfassung der Kraftvektoren aller Kontaktelemente wird
letztlich der resultierende Kontaktkraftwinder berechnet.
Kapitel 5 demonstriert die Anwendung des Polygonal Contact Model an
vier Simulationsbeispielen.
Im ersten Beispiel wird die quasistatische Eindringung eines einfach ge-
formten Ko¨rpers in einen Halbraum untersucht. Wa¨hrend sich bei Verwen-
dung der Master–Slave–Methode ein plausibler Weg–Kraft–Verlauf ergibt,
liefert die im Folgenden nicht weiter betrachtete Kontaktelementgenerie-
rung mittels Variational–Interpolation infolge ausschwingender Approxima-
tion der Beru¨hrfla¨che unrealistische Kraftspru¨nge.
Als zweites Beispiel dient ein ebenfalls quasistatischer Kontaktvorgang
zweier Kugeln. Hierbei werden die numerischen Ergebnisse der analytischen
Auswertung mit dem Hertzschen Kontaktmodell sowie dem Randschicht-
modell gegenu¨ber gestellt. Mit wachsender Auflo¨sung der Diskretisierung
konvergiert dabei das PCM gegen das Randschichtmodell.
Das dritte Beispiel umfasst ein ausfu¨hrliches Studium der Simulation drei-
er hantelfo¨rmiger Ko¨rper, die aufgrund der Schwerkraft gegen einen pyrami-
denfo¨rmigen Trichter prallen. Unter Beru¨cksichtigung von Da¨mpfung und
Reibung ergeben sich zahlreiche Kontaktvorga¨nge mit mehrfachen, mehrfach
berandeten und schmiegenden Beru¨hrungen. Anhand zahlreicher Ergebnis-
diagramme werden die verfahrensnahen Ausgabegro¨ßen des PCM erla¨utert.
Im Rahmen der folgenden Effizienzanalyse wird eine Parameterstudie vorge-
stellt, die den Einfluss der Diskretisierung der Polygonfla¨chen sowie der Wahl
des Bezugssystems untersucht.
Zur Demonstration der Anwendung des PCM auf eine praxisnahe, um-
fangreiche Simulationsaufgabe wird im vierten Beispiel ein Fußga¨nger–Pkw–
Unfall betrachtet. Ein 15–gliedriges Menschmodell mit komplexen Ko¨rper-
oberfla¨chen wird seitlich von einem Sportwagen erfasst. Durch einen Ver-
gleich der Rechenergebnisse verschiedener Integrationsverfahren werden die
numerischen Eigenschaften des Systems herausgearbeitet.
Im Anhang A wird mit einer Erla¨uterung der Schnittstellen und der Stru-
kur des Quellcodes kurz auf die Software–Implementierung des PCM einge-
gangen.
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6.2 Bewertung und Einordnung
Mit dem PCM liegt ein neues Verfahren zur Kontaktanalyse in MKS vor, das
in vieler Hinsicht erhebliche Vorteile gegenu¨ber bekannten Methoden birgt.
Die folgende Wertung bezieht sich auf das Master–Slave–Verfahren.
Wegen seines allgemeinen Ansatzes und seiner konsequent dreidimensio-
nalen Implementierung kann das PCM fu¨r ein sehr weites Anwendungsspek-
trum eingesetzt werden. Seine Sta¨rken zeigt es bei der Analyse von Kon-
takten beliebig komplex geformter Ko¨rper: Konkave Oberfla¨chenabschnitte
sowie daraus resultierende schmiegende, mehrfache und mehrfach berandete
Beru¨hrungen ko¨nnen prinzipiell ohne Einschra¨nkungen behandelt werden.
In der Praxis stellt die Verwendung von Polygonfla¨chen zur Beschreibung
der Ko¨rperoberfla¨chen eine wesentliche Vereinfachung im Vergleich zu ande-
ren Ansa¨tzen dar, denn dieser Fla¨chentyp ist bereits Standard zur grafischen
Darstellung von Ko¨rpern in MKS wie in anderen Bereichen des CAE.
Ein wichtiges Kriterium bei der Entwicklung des PCM war Einfachheit.
Auch wenn etwa zur Konstruktion der Schnittvolumina teilweise recht kom-
plexe Algorithmen verwendet werden, ist die fu¨r die Kontaktkraftbestim-
mung wesentliche Grundidee der Diskretisierung der Beru¨hrgebiete durch
Kontaktelemente leicht nachzuvollziehen. Die gegenwa¨rtig implementierten
Kraftgesetze sind ebenfalls einfach gehalten. Folglich werden Pha¨nomene und
Ergebnisse der Simulation auch fu¨r unerfahrene Anwender durchschaubar.
Trotzdem liefert das PCM i. Allg. realita¨tsna¨here Ergebnisse als die bisher
in MKS–Programmen zur Verfu¨gung stehenden eindimensionalen Modelle;
denn bei der Zusammenfassung von Kontaktkinematik und -kraftgesetzen in
einen einzigen Kontaktpunkt gehen i. d. R. wesentliche physikalische Pha¨no-
mene verloren. Dagegen bildet das PCM die Kontaktspannungen im gesam-
ten Beru¨hrgebiet ab, sodass es beispielsweise Kipp– oder Bohrmomente oh-
ne zusa¨tzliche Modellierungen beru¨cksichtigt. Die Parametrierung ist dabei
im Prinzip identisch und insbesondere nicht aufwa¨ndiger als bei einseitigen
Kraftelementen.
Mangelnde modellierungsbedingte oder numerische Robustheit ist ein ha¨u-
fig beobachteter Schwachpunkt von Algorithmen zur Kontaktanalyse. Die
vorliegende Implementierung des PCM erwies sich dagegen in vielen hundert
Testsimulationen mit unterschiedlichen Modellen, Integrationsverfahren und
auf verschiedenen Rechnerplattformen als ausgesprochen robust; es traten
weder Programmabstu¨rze noch Abbru¨che der Zeitintegration auf. Ein fu¨r die
Anwendung des PCM tendenziell problematisches Szenario ko¨nnen allenfalls
schmiegende, sehr steife Kontakte mit extrem kleinen Eindringtiefen darstel-
len. Hierzu liegen bislang keine praktischen Erfahrungen vor.
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Die Beurteilung der Effizienz ha¨ngt stark von den anwendungsspezifischen
Anforderungen ab. So arbeitet der Algorithmus um mehrere Gro¨ßenordungen
schneller als die FEM. Andererseits kann das PCM ho¨chstens sehr einfache
Kontaktprobleme in echtzeitkritischen Umgebungen wie Virtual Reality oder
Hardware in the Loop lo¨sen. Ein direkter Vergleich zu den in der MKS–Welt
u¨blichen eindimensionalen Kontaktmodellen ist schwierig, weil u. a. die Dis-
kretisierung der verwendeten Polygonfla¨chen eine wichtige Rolle spielt. Nach
den bisherigen Erfahrungen ist von einer Erho¨hung der Rechenzeiten um
den Faktor zehn bis 100 auszugehen. Das erkla¨rte Ziel, ein leistungsfa¨higeres
Verfahren zu schaffen, das dennoch MKS–typische Effizienz aufweist, wur-
de damit in vollem Umfang erreicht. Das Verha¨ltnis zwischen Aufwand und
Modellqualita¨t erscheint ausgewogen.
Neben der methodischen Dokumentation durch die vorliegende Arbeit ist
u¨ber [74] der vollsta¨ndig dokumentierte Programmcode zum PCM verfu¨gbar.
Die Programmierschnittstellen erlauben eine einfache Integration in existie-
rende MKS–Software. Damit kann die Entwicklung des PCM mit minima-
lem Aufwand von der Wissenschaftlergemeinschaft weiterverfolgt werden. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde exemplarisch die Einbindung in SIMPACK dis-
kutiert, die auch Grundlage der Testrechnungen im Kapitel 5 ist.
Neben den positiven Eigenschaften des PCM traten im Laufe der Entwick-
lung und Testsimulationen sowie beim Einsatz in anderen Projekten auch
einige Nachteile zu Tage.
Das PCM stellt hohe Anforderungen an die Qualita¨t der verwendeten
Polygonfla¨chen. So mu¨ssen sie zur erfolgreichen Generierung der DCELs (s.
Abschnitt 4.2.2) folgende Eigenschaften erfu¨llen: Ihre Polygone mu¨ssen kon-
sistente Orientierung aufweisen und sie mu¨ssen einfach zusammenha¨ngend,
einmannigfaltig (d. h. ho¨chstens zwei Polygone je Kante) und von fehler-
freier Topologie (d. h. ohne mehrfach definierte ortsgleiche Eckpunkte) sein.
Daru¨ber hinaus du¨rfen zur fehlerfreien Bestimmung der aktiven Elemente
keine Lu¨cken, Lo¨cher oder Ra¨nder im Beru¨hrgebiet auftreten (s. Abschnit-
te 4.2.2 und 4.3). Weiter ist zu beachten, dass bei Verwendung der Master–
Slave–Methode die Master–Fla¨che die Diskretisierung des Kontaktgebiets be-
stimmt, indem in jedem aktiven Dreiecksschwerpunkt ein Kontaktelement
generiert wird. Schließlich wird empfohlen, nur aus Dreiecken bestehende
Fla¨chen zu verwenden, um ungu¨nstige Polygonzerlegungen bei der auto-
matischen, geometrisch unkontrollierten Umwandlung durch das PCM zu
vermeiden.
Prinzipiell ist Vorsicht geboten bei der Definition von Kontaktoberfla¨chen
mit spitzen Kanten und Ecken. Zwar liefert das PCM auch hier i. d. R. plau-
sible Ergebnisse, man verla¨sst allerdings den Gu¨ltigkeitsbereich des zugrunde
liegenden Randschichtmodells und somit auch den Bereich physikalisch be-
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gru¨ndeter Kontaktmodellierung.
Wie bei den Beispielen im Kapitel 5 bereits deutlich wurde, kann sich die
Bestimmung einiger Parameter des PCM problematisch gestalten. Hierbei
ist zu beachten, dass es sich prinzipiell um Gro¨ßen handelt, die auch bei
eindimensionalen Kraftelementen geeignet vorgegeben werden mu¨ssen.
Zuerst sind in diesem Zusammenhang die Randschichtsteifigkeit cl und
die zugeho¨rige fla¨chenbezogene Da¨mpfung dl zu nennen (s. Abschnitt 4.4.1).
Zwar la¨sst sich cl im Prinzip aus den Materialkonstanten und der Dicke der
Randschicht bestimmen, doch weisen Ko¨rper in praktischen Anwendungen
meist nicht tatsa¨chlich elastische Randschichten auf. Damit ko¨nnen zwar die
pyhsikalischen Pha¨nomene der Verformung im Kontaktgebiet na¨herungswei-
se beschrieben werden, geeignete Werte fu¨r Steifigkeit und Dicke der Rand-
schicht stehen jedoch nicht direkt zur Verfu¨gung. Außerdem ist in der Praxis
unabha¨ngig vom verwendeten Kontaktmodell die quantitative Beschreibung
der Da¨mpfung ein offenes Problem. Um realita¨tsnahe Simulationsergebnisse
zu erhalten, sind meist Verifikationsrechnungen zur Bestimmung von cl und
dl zweckma¨ßig. Falls keine verwertbaren Messungen verfu¨gbar sind, kann man
sich (wie z. B. im Abschnitt 5.4) mit Gedankenexperimenten behelfen, um
die richtigen Gro¨ßenordnungen zu treffen.
Zwei weitere Parameter, die nicht direkt aus den Eigenschaften des zu
simulierenden Systems hervorgehen, sind die Eindringtiefe ud zur Einblen-
dung der Da¨mpfung (s. Abschnitt 4.4.1) sowie die tangentiale Grenzrelativ-
geschwindigkeit vε zur Regularisierung der Coulombschen Reibung (s. Ab-
schnitt 4.4.2). Hierbei handelt es sich um Gro¨ßen, die zur Verstetigung der
Kraftgesetze dienen, um numerische Probleme zu umgehen. Es ist vorteil-
haft, dass sie physikalisch interpretierbar sind und vom versierten Anwender
meist mit praktikablen Erfahrungswerten versehen werden ko¨nnen.
Schließlich erweist sich das regularisierte Reibgesetz (4.34) mitunter als
problematisch, wenn vε unterschritten und damit der Coulombsche Gleitreib-
bereich verlassen wird. Das dann wie ein steifer Da¨mpfer wirkende Kraft-
gesetz approximiert den in manchen Anwendungen bedeutsamen Haftzustand
durch viskoses Kriechen. Auch kann dadurch das System der Bewegungs-
gleichungen numerisch steif werden, sodass sich klassische, nur fu¨r nicht–steife
Probleme geeignete Integrationsverfahren ineffizient bzw. instabil verhalten.
6.3 Ausblick
Bei der Entwicklung und im Umgang mit dem PCM ergaben sich einige Ideen
und Wu¨nsche fu¨r Erweiterungen, die im Folgenden kurz zusammengestellt
werden.
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Vor allem fu¨r Anwendungen, bei denen nur selten Beru¨hrungen stattfin-
den, ko¨nnte die Implementierung der Kollisionserkennung als Schaltzustand
vorteilhaft sein. Bei Verwendung eines Integrators mit Schaltfunktionalita¨t
wa¨re es damit mo¨glich, die eigentliche PCM–Kontaktanalyse nur in Phasen
der Kollision aufzurufen. Zur Auswertung der Schaltfunktion ko¨nnte die Kol-
lisionserkennung im vereinfachten und effizienteren Modus betrieben werden,
in dem der Algorithmus sofort abbricht, sobald eine im Schnitt befindliche
Polygonpaarung gefunden wird (s. Abschnitt 4.1.3). Dabei muss allerdings
sichergestellt sein, dass der verwendete Algorithmus zur iterativen Bestim-
mung der Schaltzeitpunkte das diskrete Ergebnis der Kollisionserkennung
(unstetiger Sprung zwischen wahr und falsch) verarbeiten kann.
Fu¨r entsprechende Einsatzzwecke ko¨nnte eine Modifikation des Rand-
schichtmodells interessant sein. So wa¨re es einfach mo¨glich, die den Kon-
taktelementen zugrunde liegende Parallelschaltung von linearer Feder und li-
nearem Da¨mpfer durch andere rheologische Modelle zu ersetzen, sodass z. B.
viskoses Kriechen oder plastische Verformung abgebildet werden kann. Falls
dabei kontaktelementspezifische Zusta¨nde anfallen, mu¨ssen entsprechende
Datenstrukturen geschaffen werden, die einen Zugriff u¨ber die entsprechende
Polygon–ID erlauben.
Um auch Haftreibung realita¨tsnah simulieren zu ko¨nnen, wa¨re ein alter-
natives Kraftgesetz zur Bestimmung der Tangentialkra¨fte wu¨nschenswert. Im
Prinzip kommt dafu¨r das im Abschnitt 3.5.1 vorgestellte Bu¨rstenmodell in
Frage. Dazu mu¨sste allerdings fu¨r jedes aktive Kontaktelement der Schalt-
zustand Haften/Gleiten verwaltet und berechnet werden, was die entspre-
chenden Integrationsverfahren in so großer Anzahl erfahrungsgema¨ß nicht
effizient leisten ko¨nnen.
Einige der erwa¨hnten offenen Probleme im PCM ließen sich lo¨sen, indem
das Randschichtmodell durch die im Abschnitt 3.4.1 vorgestellte Halbraum-
approximation ersetzt wu¨rde: Statt der schwer zu handhabenden Randschicht-
steifigkeit ko¨nnte direkt mit stets bekannten Materialkonstanten gearbei-
tet werden, und auf das regularisierte Coulombsche Reibgesetz mit seinen
Schwa¨chen im Haftbereich ließe sich durch die Bestimmung konsistenter Haft-
und Gleitspannungen verzichten. Als weiterer Vorteil ist die exaktere und den
meisten technischen Anwendungen besser entsprechende Modellvorstellung
elastischer Halbra¨ume zu nennen.
Mit der Generierung von Kontaktelementen im Beru¨hrgebiet liefert das
PCM die erforderlichen Voraussetzungen zur Anwendung der Halbraum-
approximation. Allerdings stellt die Bestimmung der Einflusskoeffizienten
aus (3.17) fu¨r deutlich gekru¨mmte Oberfla¨chen ein schwieriges Problem dar,
das tiefergehende U¨berlegungen theoretischer Art erfordert. Außerdem wa¨re
der numerische Aufwand in jeder Kontaktanalyse erheblich, um eine konsis-
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tente Verteilung der Kontaktspannungen zu ermitteln, sodass mit deutli-
chen Effizienzeinbußen gegenu¨ber der auf dem Randschichtmodell basieren-
den Lo¨sung zu rechnen ist.
Ein von Anwenderseite ha¨ufig formulierter Wunsch ist die Erweiterung
des PCM auf elastische Ko¨rper. Da sich die Topologie einer Polygonfla¨che bei
Verformung nicht vera¨ndert, sind dafu¨r kaum A¨nderungen an den komplexen
Algorithmen zur Bestimmung der Kontaktvolumina erforderlich. Umfangrei-
chere Modifikationen sind dagegen bei den Datenstrukturen und insbesondere
in der Kollisionserkennung no¨tig, wo man nicht mehr wie bei starren Ko¨rpern
die konstanten Positionen der Eckpunkte gezielt ausnu¨tzen kann [97].
Anhang A
Implementierung
U¨ber die PCM–Webseite [74] steht ein Archiv mit dem kommentierten Quell-
code (Programmiersprache C) und Simulationsmodellen zur Verfu¨gung. Im
Folgenden werden in knapper Form Schnittstellen und Struktur der Imple-
mentierung erla¨utert.
A.1 Schnittstellen
Das PCM besitzt Schnittstellen zur Anbindung an MKS–Programme als
Kraftelement. Dazu werden drei Funktionsaufrufe zur Verfu¨gung gestellt:
pcm defcont dient zur Definition einer Kontaktpaarung. Hierbei werden
sa¨mtliche Kontakt- und Verfahrensparameter festgelegt und die Pfade
und Namen der Dateien mit den Polygonfla¨chen im Wavefront–Format
(Dateinamenserweiterung obj) u¨bergeben. Wa¨hrend der Ausfu¨hrung
werden die Dateien eingelesen und Vorabrechnungen (Pre–Processing)
wie die Erstellung der BV–Hierarchien und der DCELs ausgefu¨hrt. Als
Ru¨ckgabe erha¨lt man eine ganzzahlige Kennung, mit der die Kontakt-
paarung bei den folgenden Aufrufen identifiziert wird.
pcm calcont dient zur Analyse einer Kontaktpaarung fu¨r einen gegebenen
Systemzustand. Als Eingabeparameter werden die relativkinematischen
Gro¨ßen der Koppelmarker auf Lage- und Geschwindigkeitsebene u¨ber-
geben. Als Ru¨ckgabewerte erha¨lt man neben den Kontaktkraft- und
-momentenvektoren zusa¨tzliche Zwischenergebnisse wie z. B. die An-
zahl der Schnittlinien oder die Kontaktfla¨che.
pcm freemem dient zur Freigabe des Arbeitsspeichers nach der Simulation.
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Um die Anbindung sowohl an mit FORTRAN als auch mit C/C++ im-
plementierte Programme zu ermo¨glichen, wurden sa¨mtliche Schnittstellen-
parameter durch Pointer (call by reference) definiert, und die Unterprogram-
me liefern keinen Funktionswert (void).
pcm defcont
void pcm_defcont( int *task
, char *fncse
, char *fncsf
, double *sfe
, double *sff
, int *modee
, int *modef
, double *ymode
, double *ymodf
, double *prate
, double *pratf
, double *ldepe
, double *ldepf
, double *adamp
, int *dtmod
, double *dtdpt
, double *frcoe
, double *frvel
, double *grids
, int *idcnt
, int *err
, long nfncse
, long nfncsf
)
task (Eingabe) definiert den Betriebsmodus:
0 = Nur Kollisionserkennung
1 = Randschichtmodell: 2–Pass Master–Slave
2 = Randschichtmodell: Master/Slave = Kontaktfla¨che E/F
3 = Randschichtmodell: Master/Slave = Kontaktfla¨che F/E
4 = Randschichtmodell: Variational–Interpolation
fncse (Eingabe) definiert Pfad und Namen der Wavefront–Datei, welche die
Polygonfla¨che E beschreibt.
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fncsf (Eingabe) definiert Pfad und Namen der Wavefront–Datei, welche die
Polygonfla¨che F beschreibt.
sfe (Eingabe, [–]) definiert den Skalierungsfaktor (v := sfe · v) fu¨r die Ko-
ordinaten der Polygonfla¨che E.
sff (Eingabe, [–]) definiert den Skalierungsfaktor (v := sff · v) fu¨r die Ko-
ordinaten der Polygonfla¨che F .
modee (Eingabe) definiert die Orientierung der Polygone der Fla¨che E:
0 = Orientierung der Wavefront–Datei
1 = Umgekehrte Orientierung der Wavefront–Datei
modef (Eingabe) definiert die Orientierung der Polygone der Fla¨che F :
0 = Orientierung der Wavefront–Datei
1 = Umgekehrte Orientierung der Wavefront–Datei
ymode (Eingabe, [N/m2]) definiert den Elastizita¨tsmodul EE der Randschicht
des Ko¨rpers E, wobei ymode = 0 fu¨r einen Starrko¨rper ohne elastische
Randschicht steht.
ymodf (Eingabe, [N/m2]) definiert den Elastizita¨tsmodul EF der Randschicht
des Ko¨rpers F , wobei ymodf = 0 fu¨r einen Starrko¨rper ohne elastische
Randschicht steht.
prate (Eingabe, [–]) definiert die Querkontraktionszahl νE der Randschicht
des Ko¨rpers E.
pratf (Eingabe, [–]) definiert die Querkontraktionszahl νF der Randschicht
des Ko¨rpers F .
ldepe (Eingabe, [m]) definiert die Dicke bE der Randschicht des Ko¨rpers E.
ldepf (Eingabe, [m]) definiert die Dicke bF der Randschicht des Ko¨rpers F .
adamp (Eingabe, [N/m3]) definiert die fla¨chenbezogene Da¨mpfungskonstante
dl der kombinierten Randschichten.
dtmod (Eingabe) definiert den Betriebsmodus der Einblendung der Da¨mp-
fungskraft:
0 = keine Einblendung
1 = lineare Einblendung bis zur Eindringtiefe dtdpt
dtdpt (Eingabe, [m]) definiert die Eindringtiefe ud zur Einblendung der
Da¨mpfungskraft.
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frcoe (Eingabe, [–]) definiert die zwischen den Randschichten wirksame
Gleitreibungszahl µ, wobei frcoe = 0 fu¨r reibungsfreien Kontakt steht.
frvel (Eingabe, [m/s]) definiert die Grenzgeschwindigkeit vε zur Regulari-
sierung des Coulombschen Haftzustands.
grids (Eingabe, [m]) definiert die Referenzla¨nge δt der Triangulierung bei
Verwendung der Variational–Interpolation–Methode (sonst ohne Be-
deutung).
idcnt (Ausgabe) dient als Kennung zur Identifikation der Kontaktpaarung.
err (Ausgabe) gibt den Fehlerstatus der Ausfu¨hrung an:
0 = fehlerfrei
1 = Fehler wurde erkannt, der im Weiteren keine Simulation erlaubt
nfncse (Eingabe) gibt die La¨nge der Zeichenkette fncse an. Dieser Wert
wird nicht verarbeitet, sondern dient lediglich der Kompatibilita¨t bei
der Anbindung an mit FORTRAN implementierte Programme.
nfncsf (Eingabe) gibt die La¨nge der Zeichenkette fncsf an. Dieser Wert
wird nicht verarbeitet, sondern dient lediglich der Kompatibilita¨t bei
der Anbindung an mit FORTRAN implementierte Programme.
pcm calcont
void pcm_calcont( int *idcnt
, double A_EF[3][3]
, double r_EF[3]
, double w_EF[3]
, double v_EF[3]
, double force[3]
, double torque[3]
, double outval[30]
, int *err
)
idcnt (Eingabe) dient als Kennung zur Identifikation der Kontaktpaarung.
A EF (Eingabe, [–]) gibt die relative Orientierung der Koppelmarker als
Transformationsmatrix AMeMf an (C–Indizierung).
r EF (Eingabe, [m]) gibt die relative Position rMeMf des Koppelmarkers Mf
gegenu¨ber Me an (Koordinatendarstellung bezu¨glich Me).
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w EF (Eingabe, [rad/s]) gibt die relative Winkelgeschwindigkeit ωMeMf des
Koppelmarkers Mf gegenu¨ber Me an (Koordinatendarstellung bezu¨glich
Me).
v EF (Eingabe, [m/s]) gibt die relative Geschwindigkeit vMeMf des Koppel-
markers Mf gegenu¨ber Me an (Koordinatendarstellung bezu¨glich Me).
force (Ausgabe, [N]) gibt den Kontaktkraftvektor an, der auf den Ko¨r-
per E an der Position des Koppelmarkers Mf (!) wirkt (Koordinaten-
darstellung bezu¨glich Me).
torque (Ausgabe, [Nm]) gibt den resultierenden Momentenvektor an, der
auf den Ko¨rper E wirkt (Koordinatendarstellung bezu¨glich Me).
outval (Ausgabe) gibt verschiedene Zwischenergebnisse der Kontaktanlayse
an:
outval[ 0] = Anzahl der BV–Kollisionstests
outval[ 1] = Anzahl der Schnitttests zwischen Dreiecken
outval[ 2] = Anzahl der Schnittlinien
outval[ 3] = Anzahl der Schnittpolygonzu¨ge
outval[ 4] = Anzahl der Schnitte
outval[ 5] = Anzahl der Kontaktelemente
outval[ 6] = CPU–Zeit der Kollisionserkennung [s]
outval[ 7] = CPU–Zeit der Konstruktion der Schnittpolygone [s]
outval[ 8] = CPU–Zeit der Bestimmung der Kontaktelemente [s]
outval[ 9] = CPU–Zeit der Bestimmung der Kontaktkraft [s]
outval[10] = CPU–Zeit der gesamten Kontaktanalyse [s]
outval[11] = Kontaktfla¨che [m2]
outval[12] = Gewichtete Eindringtiefe [m]
outval[13] = Maximale Eindringtiefe [m]
outval[14] = Minimale Normalgeschwindigkeit [m/s]
outval[15] = Gewichtete Normalgeschwindigkeit [m/s]
outval[16] = Maximale Normalgeschwindigkeit [m/s]
outval[17] = Minimale Tangentialgeschwindigkeit [m/s]
outval[18] = Gewichtete Tangentialgeschwindigkeit [m/s]
outval[19] = Maximale Tangentialgeschwindigkeit [m/s]
outval[20] = Gewichtete Normalspannung [N/m2]
outval[21] = Maximale Normalspannung [N/m2]
outval[22] = Gewichtete Tangentialspannung [N/m2]
outval[23] = Maximale Tangentialspannung [N/m2]
outval[24] = x–Koordinate der gewichteten Kontaktposition [m]
outval[25] = y–Koordinate der gewichteten Kontaktposition [m]
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outval[26] = z–Koordinate der gewichteten Kontaktposition [m]
outval[27] = x–Koordinate des gewichteten Normalenvektors [–]
outval[28] = y–Koordinate des gewichteten Normalenvektors [–]
outval[29] = z–Koordinate des gewichteten Normalenvektors [–]
err (Ausgabe) gibt den Fehlerstatus der Ausfu¨hrung an:
0 = fehlerfrei
1 = Fehler wurde erkannt, Ru¨ckgabewerte undefiniert
pcm freemem
void pcm_freemem( int *err )
err (Ausgabe) gibt den Fehlerstatus der Ausfu¨hrung an:
0 = fehlerfrei
1 = Fehler wurde erkannt
A.2 Struktur
Der Quellcode des PCM umfasst 50 Dateien (ca. 330 kB) mit etwas mehr
als 10000 Zeilen Programmcode. Im Umgang damit ist es hilfreich, die Auf-
gaben der einzelnen Routinen und die Hierarchie ihrer Aufrufe (call tree)
zu kennen. In den folgenden U¨bersichten werden nach außen unsichtbare
Funktionen (private) durch Einklammerung gekennzeichnet. Die Variational–
Interpolation–Methode bleibt hier unberu¨cksichtigt.
pcm defcont
pcm_defcont
|
+-pcm_addcosu
| |
| +-(pcm_readcsli)
| |
| +-(pcm_creacosu)
|
+-pcm_cosupre
| |
| +-pcm_creadcel
| |
| +-pcm_calcsgeo
| |
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| +-pcm_creabvtr
| |
| +-(pcm_creabvkn)
| |
| +-pcm_centsort
| |
| +-(pcm_creahslv)
| |
| +-(pcm_sortheap)
|
+-pcm_addcont
pcm addcosu liest eine Polygonfla¨che aus einer Wavefront–Datei ein.
pcm readcsli liest eine Zeile aus einer ASCII–Datei.
pcm creacosu erzeugt ein neues Kontaktfla¨chen–Datenobjekt.
pcm cosupre fu¨hrt Vorabrechnungen fu¨r eine Kontaktfla¨che aus.
pcm creadcel erzeugt Doubly Connected Edge Lists einer Kontaktfla¨che.
pcm calcsgeo berechnet zusa¨tzliche Geometriedaten einer Kontaktfla¨che.
pcm creabvtr erzeugt die Hu¨llvolumenhierarchie einer Kontaktfla¨che.
pcm creabvkn erzeugt rekursiv die Hu¨llvolumenhierarchie einer Kontaktfla¨che.
pcm centsort sortiert die Koordinaten der Polygonschwerpunkte einer Kontakt-
fla¨che.
pcm creahslv erzeugt rekursiv einen Heapsort–Baum.
pcm sortheap sortiert rekursiv einen Heapsort–Baum.
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pcm calcont
pcm_calcont
|
+-pcm_coldet
| |
| +-(pcm_cdcheck)
| |
| +-(pcm_ticheck)
| |
| +-pcm_tritri
|
+-pcm_creaispo
| |
| +-(pcm_eudisqr)
| |
| +-(pcm_swpvec)
|
+-pcm_cractelm
| |
| +-(pcm_addifip)
| | |
| | +-(pcm_addactid)
| |
| +-(pcm_srchmvip)
| | |
| | +-(pcm_disinsec)
| | |
| | +-(pcm_addifip)
| |
| +-(pcm_srchinae)
| | |
| + +-(pcm_srchmvip)
| | |
| | +-(pcm_addactid)
| |
| +-(pcm_linactid)
|
+-pcm_crcemasl
| |
| +-(pcm_addactid)
| |
| +-pcm_calcntel
|
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+-pcm_calctfrc
|
+-pcm_frcntmem
pcm coldet fu¨hrt eine Kollisionserkennung zweier Kontaktfla¨chen durch.
pcm cdcheck fu¨hrt rekursiv eine Kollisionserkennung zweier Kontaktfla¨chen
durch. Entspricht Schnitt und BVCheck aus Abschnitt 4.1.3.
pcm ticheck fu¨hrt einen Schnitttest zweier Dreiecke durch. Entspricht
PolyCheck aus Abschnitt 4.1.3.
pcm tritri fu¨hrt einen Schnitttest zweier Dreiecke durch. Diese Funktion
wurde von [73] u¨bernommen.
pcm creaispo erzeugt die Schnittpolygonzu¨ge der Kontaktfla¨chen.
pcm eudisqr berechnet das Quadrat des Euklidschen Abstands zweier Punk-
te im Raum.
pcm swpvec vertauscht die Koordinaten zweier Vektoren.
pcm cractelm erzeugt die aktiven Fla¨chenelemente der Kontaktfla¨chen.
pcm addifip fu¨gt einem Schnitt ein geschnittenes Dreieck hinzu.
pcm addactid fu¨gt einem Bina¨rbaum aktiver Dreiecke oder Eckpunkte eine
Kennung hinzu.
pcm srchmvip sucht nach zugeho¨rigen Schnittpolygonzu¨gen eines Schnitts
und fu¨gt sie ihm ggf. hinzu.
pcm disinsec bestimmt auf einer Kante einer Kontaktfla¨che den Abstand
eines Punkts zum am na¨chsten gelegenen, auf der inneren Seite des
Schnittvolumens liegenden Schnittpolygonzug.
pcm srchinae sucht rekursiv nach aktiven Fla¨chenelementen innerhalb von
Schnittpolygonzu¨gen.
pcm linactid u¨bertra¨gt die Kennungen der aktiven Fla¨chenelemente vom
tempora¨ren Bina¨rbaum zu den globalen Datenobjekten.
pcm crcemasl bestimmt die Kontaktelemente nach der Master–Slave–Metho-
de.
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pcm calcntel bestimmt ein Kontaktelement nach der Master–Slave–Metho-
de.
pcm calctfrc bestimmt den Kontaktkraftvektor und das resultierende Mo-
ment.
pcm frcntmem gibt den tempora¨ren Arbeitsspeicher der Kontaktanalyse frei.
pcm freemem
pcm_freemem
|
+-pcm_frcntmem
|
+-(pcm_frbvtmem)
pcm frcntmem gibt den tempora¨ren Arbeitsspeicher der Kontaktanalyse frei.
pcm frbvtmem gibt den Arbeitsspeicher einer Hu¨llvolumenhierarchie frei
Globale Daten
pcm surfaces.h enha¨lt Datenstrukturen und -objekte der Kontaktfla¨chen.
pcm contacts.h enha¨lt Datenstrukturen und -objekte der Kontaktanalyse.
Sonstiges
pcm mathlib.h enha¨lt elementare mathematische Funktionen.
pcm platform.h enha¨lt plattformspezifische Substitutionen fu¨r die Anbin-
dung an mit FORTRAN implementierte Programme.
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